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AL LETTOR E 



Quando nel Gennaio del 1859 io pubblicava per le 
stampe le Applicazioni della Geometria Descrittiva alle 
Ombre, alla Prospettiva lineare ed aerea, al Taglio dk^lle 
pietre e del legname, le teoriche di quella Scienza si 
trovavano dimostrate in lezioni autografate per uso 
degli Allievi, ai quali già da undici anni insegnava 
le une e le altre. Cause speciali e indipendenti affatto 
dalla mia volontà m' impedirono di adempiere in un 
tempo prossimo la promessa, che «allora feci, di pub- 
blicare eziandìo quelle lezioni, in cui erano esposte 
le ragioni dei metodi per me applicati allo svolgi- 
mento delle dottrino trattate nella prima opera. Il 
Corso, di cui la pubblicazione mi permette oggi di 
sciogliere quel voto, conserva nelle materie lo stesso 
ordinamento dato alle citate lezioni, e che parecchi 
anni d' esperienza mi avevano dimostrato il più ido- 
neo a far comprendere agevolmente la Geometria De- 
scrittiva a giovani, i quali sogliono cominciarne lo 
studio con le sole cognizioni degli elementi della Geo- 
metria pura e dell' Algebra. 



VI 

Ciò nondimeno i limiti di esso non saranno così 
ristretti, quali potrebbero supporsi in grazia di tali 
cognizioni. Nelle scuole italiane lo studio della Geo- 
metria Descrittiva và di pari passo con quello della 
Geometria analitica; quindi le materie meno elemen- 
tari del Corso si troveranno ordinate e trattato per 
modo da essere con facilità comprese mercè le teo- 
riche di questa ultima. Ho inoltre pensato che nel 
maggior numero delle scuole medesime, quali sono gli 
Istituti tecnici, o industriali e professionali, conviene che 
la scienza, di cui trattasi, sia esposta meno come un 
metodo di ricerca delle proprietà dell' estensione, che 
quale un mezzo di rappresentazione sopra un piano 
unico delle figure a tre dimensioni, ed utilissimo in con- 
seguenza all' ingegnere per tradurre e comunicare fe- 
delmente il suo pensiero. E in questo secondo concetto 
ho redatto il mio Corso, non senza però afferrare V oc- 
casione, ogni qua! volta mi si è presentata, di dimo- 
strare come la Geometria Descrittiva possa pure es- 
sere una scienza d' invenzione, capace cioè di scuoprire 
quelle stesse verità che sono state ritrovate coir ana- 
lisi applicata alla Geometria, e talora con maggior 
vantaggio per chiarezza e per semplicità di ragiona- 
mento. 

Ho diviso il Corso in tre libri. Discorro nel primo 
della linea retta e del piano, e di tutti i problemi 
principali che ne dipendono. Nella soluzione dei quali 
ho specialmente tenuto conto del metodo di Monge 
a preferenza di quello del celebre Olivier, sembran- 
domi il primo più del secondo atto alla educazio- 
ne intellettuale dei giovani, e meglio rispondente 
al duplice fine della Geometria Descrittiva. Tutta- 
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via ho consacrato due Capitoli alla spiegazione del 
metodo dei movimenti di rotazione, e di quello del 
cambiamento de' piani di projezione, applicandoli nei 
casi in cui riescono evidentemente utili. Ai problemi 
elementari relativi alla linea retta e al piano fan se- 
guito la rappresentazione dei poliedri, le loro sezioni 
piane, e le mutue loro intersezioni. I poliedri rego- 
lari della Geometria elementare mi hanno dato occa- 
sione di mostrare quelli di specie superiore scoperti 
da Poinsot. e il modo di costruirli in cartone che io 
aveva ritrovato fino dal 1861 insieme ai processi 
geometrici di taglio per ottenerli da un solo pezzo 
in pietra o in legname. 

Nel secondo libro ho dato delle nozioni importanti 
sulle curve piane, e trattato con qualche larghezza 
delle superficie cilindriche, coniche e di rivoluzione, 
che sono le più comuni nelle applicazioni. Nello studio 
di queste superficie occorrendo spesso cognizioni non 
tanto limitate intorno alle linee di secondo ordine, il 
lettore, spero, vorrà perdonarmi i frequenti richiami 
alla seconda parte del nùo Corso di Matematiche per 
gli Istituti tecnici, da me fatti per solo comodo dello 
scolare, e non perchè quel Corso abbia titolo di pre- 
ferenza sui trattati di Geometria analitica adottati 
nelle diverse scuole d' Italia. 

Ho destinato il terzo libro alle linee a doppia cur- 
vatura e alle superficie rigate, considerando fra le 
prime l'elica e l'epicicloide sferica: fra le seconde 
in particolare le elicoidi sviluppabili e storte, l' iper- 
boloide ad una falda e la paraboloide iperbolica, alle 
quali non di rado ricorresi nelle applicazioni della Mec- 
canica e dell' Arte delle costruzioni. Alcune nozioni 
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generali sulle superficie inviluppi, e sulla curvatura 
delle linee e delle superficie, terminano il libro. 

Nutro fiducia che la maniera elementare con la 
quale ho cercato di esporre le materie contenute in 
questo libro servirà ad estenderne la cognizione nel- 
le nostre scuole secondarie d' applicazione, nelle quali, 
se T insegnamento non dee levarsi all' altezza di quello 
dato nelle scuole superiori, pure è necessità che il 
prescritto nelle prime sia il più completo possibile a 
fine di conseguire un resultato sodisfacente. 

Ai tre notati libri fa seguito un' Appendice in cui 
ho spiegato il metodo delle proiezioni quotate, tanto 
utile per gY ingegneri, sì civili che militari. Questo non 
suol trovarsi nei trattati elementari di Geometria 
Descrittiva: io ho voluto aggiungerlo al mio coli' in- 
tendimento di agevolarne la conoscenza, e renderne 
più comune 1' applicazione in tutte le quistioni di 
pratica che la consentono. 

Le cognizioni richieste dal Programma ufficiale 
per l' istruzione industriale e professionale si trovano 
svolte su larga scala nei primi due libri. Queste, unite 
alle dottrine esposte nel terzo libro, formano un corso, 
a mio avviso, sufficientemente completo per dare 
alle teoriche delle Ombre e del Taglio delle pietre 
e legname lo sviluppo corrispondente alla loro non 
lieve importanza. 

Maggio 1869. 
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GEOMETRIA DESCRITTIVA 



LIBRO PRIMO 



DELLA LINEA RETTA E DEL PIANO. POLIEDRI 



CAPITOLO I. 

Rappresentazione grafica del punto. 
Principi! relativi. 



1. Un corpo è graficamente rappresentato quando coi soli 
strumenti, riga e compasso, siam riusciti a produrre tale im- 
magine di esso da farne comprendere agevolmente non solo la 
forma, ma da potere eziandio dedurre le dimensioni di tutte le 
sue parti. 

In ogni tempo è stato fatto uso del disegno per rappre- 
sentare gli oggett' e farne apprezzare le dimensioni ; ma i me- 
todi adoperati fino allo scorcio del passato secolo non hanno 
avuto lo stesso rigore ed uniformità di principi i. Monge, i 
cui lavori scientifici hanno illustrato la seconda metà di quello 
e i primi anni del secolo presente, era destinato a dare alle 
sparse e disordinate regole del disegno un fondamento essen- 
zialmente geometrico; e il suo genio, sintetico per eccellenza, 
travedendo il principio da cui tutti gli altri potevansi deriva- 
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re, die corpo e vita a quella scienza che porta il nome di Geo- 
metria descrittiva. 

2. Per rappresentare graficaineute un corpo bastava tro- 
var modo di rappresentarne i limiti, o la sua superficie; e 
dacché ogni superficie può considerarci come il luogo geome- 
trico d' una linea mobile, di cui il movimento sia subordinato 
a leggi determinate, e la posizione d' una linea nello spazio 
può dirsi stabilita quando si giunge a determinare quella di 
tanti suoi punti quanti crediamo necessarii, facilmente com- 
prendesi come il problema della rappresentazione grafica d' un 
corpo dipender doveva in ultima analisi dal seguente : trovare 
un processo grafico tale che la posizione (V un punto nello 
spazio si possa sempre e con facilità da quello desumere. 

3. Fra i diversi mezzi v\\u potrebbero reputarsi idonei per 
la soluzione di quest 1 ultimo problema. Monge prescelse il più 
semplice che consiste nel . riferire il punto, nel modo che sia- 
mo per esporre, a due piani dei quali uno s' immagina sem- 
pre verticale, cioè parallelo alla direzione costante presa da 
un filo a piombo in riposo, e 1' altro orizzontale, cioè perpen- 
dicolare a quella direzione. 

Sieno V V (Fig. 1) e / Z i due piani fissi, orizzontale e 
verticale, e P sia il punto in quistione. Se da P conduciamo 
Pp perpendicolare a VV.vPp perpendicolare a ZZ , '\ piedi 
p e p' di queste perpendicolari saranno sufficienti per ritrova- 
re, quando che sia, la posizione di P. e per conseguenza po- 
tranno rappresentare questo punto. Poiché basta immaginare 
condotte da p e p le perpendicolari ai piani respettivi, ed 
esse s' incontreranno nel puuto P cercato. 

Chiameremo piani coordinati quelli a cui è riferito il pun- 
to, e linea di terra la retta L T seguendo la quale i due piani 
s' intersecano. Il punto p si distingue col nome di proiezione 
orizzontale, e F altro p' con quello di proiezione verticale: le rette 
P p, Pp', che forniscono queste proiezioni, diconsi linee proiet- 
tanti. 

4. Per coordinato orizzontale può sempre prendersi il fo- 
glio su cui si disegna ; ed allora la posizione di quello verti- 
cale, è ordinariamente determinata dalla condizione ohe la li- 
nea di terra resulti parallela ari uno dei lati del foglio medesimo 
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sorgendo il piano di taccia al disegnatore. Noi riterremo costan- 
temente questa posizioue pel coordinato verticale quando la qui- 
stione non richiegga altrimenti; ed indicando sempre con le let- 
tere Le T la linea di terra riterremo sempre che L trovisi 
alla sinistra e T alla destra di colui che disegna o che osserva 
la figura. 

Con questa convenzione è possibilo distinguere con nomi 
ciascuno dei quattro angoli diedri nei quali lo spazio è diviso 
dai due piani coordinati, alla estensione dei quali non deesi attri- 
buire limite. Si chiamano angoli anteriori quelli che rimangono 
al di qua, del coordinato verticale, ed angoli posteriori gli al- 
tri due che rimangono al di là del medesimo piano. Ciascuno 
poi dei primi, come ciascuno dei secondi si distingue coli' ag- 
giunto di superiore o inferiore secondo che rimane al di sopra 
o al di sotto del coordinato orizzontale. Ciò posto V angolo 
diedro V L T Z sarà ante rio re-superiore, e V altro V L T Z' 
anteriore-inferiore : -1' angolo diedro V L T Z sarà posteriore 
supcriore, e V altro V L T Z' posteriore-inferiore. 

Un' oggetto qualunque può supporsi collocato nell' angolo 
anteriore-superiore, perchè è in nostra facoltà la scelta dei co- 
ordinati; ma non sempre potremo evitare il caso in cui una 
parte dell' oggetto stesso occupi uno qualunque degli altri an- 
goli. 

5. Macon simile mezzo il Problema enunciato al N.° 2 non 
è completamente risoluto, Rendo che le operazioni indicate non 
sieuo eseguibili sopra un solo e medesimo piano. Questa diffi- 
coltà fu vinta felicemente da Monge, il quale immaginò che il 
coordinato verticale Z Z\ ruotando attorno alla linea di terra 
venisse ad abbatterà sul coordinato orizzontale per modo che la 
sua parte superiore LT i? cadesse sulla parto posteriore L T V 
di quello, e la parte inferiore L T Z dello stesso coordinato 
verticale venisse, in conseguenza a combaciare con la parte an- 
teriore LTV di quello orizzontale. 

In virtù di tale movimento la proiezione verticale p' di P 
descrive evidentemente un'arco di circolo p q p' x che ha per 
centro il punto r in cui la linea di terra è intersecata dal 
piano p' Pp formato dalle linee progettanti, e per raggio la rp' ; 
e come questo arco è tutto disteso su quel piano, così il punto 
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p\ in cui esso incontra il coordinato orizzontale dovrà trovarsi 
sul prolungamento della retti p r, seguendo la quale il piano 
p' P p taglia il coordinato medesimo. 

Ora il punto p' lì posizione presa dalla projezione vertica- 
le p' di P al seguito dell' avvenuta rotazione del coordinato 
verticale, si può continuare a chiamare projezione verticale del 
punto P; la retta p r p\ è perpendicolare ad L T perchè 
tale è rispetto a questa linea il piano p P p : e tutto ciò a- 
vendo luogo qualunque sia l 1 angolo diedro in cui il punto rap- 
presentato si trova, è dato stabilire il seguente 

Principio I. Le projezioni di un punto si trovano sem- 
pre sopra una retta perpendicolare alia linea di terra. 

Osservando inoltre che r p eguaglia la projettante Pp', e 
per conseguenza ò atta a far conoscere la distanza del punto P 
dal coordinato verticale; che r p' x eguaglia la projettante P p, 
e perciò fa conoscere la distanza dello stesso punto dal coor- 
dinato orizzontale, puossi anche dedurne V altro 

Principio II. I segmenti determinati dalla linea di terra 
sulla congiungente le proiezioni d? un punto sono le lunghezze 
delle projettanii il punto stesso, o le sue distanze dai piani 
coordinali. 

6. In grazia dell' abbattimento del coordinato verticale su 
quello orizzontale la Fig. 1 trasformasi nella Fig. 2, della quale 
il rettangolo A li C D rappresenta il foglio del disegno, L T 
la linea di terra, e i due punti p e p' estremi della perpen- 
dicolare ad L T sono le projezioni del punto P. 

È necessario però non dimenticare mai che mentre il ret- 
tangolo intero A B C D rappresenta il coordinato orizzontale, 
la parte L D C T al disopra della linea di terra rappresenta 
anche la porzione del coordinato verticale che nella sua vera 
posizione rimane al disopra del piano orizzontale, e l 1 altra parte 
L A B T sii disotto della linea medesima rappresenta la parte 
del coordinato verticale che rimane al disotto di quello oriz- 
zontala 

7. Ciò posto, è facile dimostrare che : in ogni figura due 
punti qualunqttf p, p' d' una perpendicolare alla linea di terra 
L T (Fig. 2) sono le projezioni a" un punto dello spazio. 

Basta perciò immaginare che il coordinato verticale torni 
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a ruotare attorno ad L T per riprendere la primitiva sua po- 
sizione; e sarà facile a vedersi che, effettuata questa rotazione, 
le perpendicolari condotte da p e p ai piani coordinati respet- 
tivi dovranno incontrarsi, e che il loro punto d' incontro sarà 
quello di cui p e p , sono le projezioni. . 

Osservazione. Quando la retta p p non fosse perpendico- 
lare ad L T, il piano determinato dalle rette r p' ed r p. 
dopo il ritorno del coordinato verticale alla sua posizione, non 
resulterebbe perpendicolare ad L 'J\ e le due perpendicolari ai 
coordinati condotte per p e p non s' incontrerebbero, laiche : 
due punti qualunque d'una retta obliqua alla linea di terra 
non sono le projezioni (/' Ufi punto dello spazio. 

Queste due proposizioni, reciproca e contraria a quella e- 
uunciata nel Principio I, affermano il principio stesso in tutta 
la sua generalità, cioè a dire qualunque sia la posizione del 
punto /* nello spazio. 

8. Non sempre le projezioni d 1 un punto si trovano poste 
rispetto alla linea di terra come le indicate p e p , le quali 
rappresentano costantemente un punto situato nell' angolo an- 
teriore-superiore. 

Ma una semplice i>pezione sulla Fig. 1 farà comprendere a- 
gevolmeute che se un punto Q si trova nelT angolo posteriore 
superiore, tanto la proiezione orizzontale q come la verticale q 
si troveranno al disopra della linea di terra nella Fig. 2. 

b'e un punto A fosse nell* angolo posteriore- inferiore, le suo 
projezioni a ed a avrebbero rispetto alla linea di terra una 
posizione inversa a quella delle projezioni p e p del punto P. 

In tiue se un punto U sarà uelT angolo anteriore-inferiore. 
le sue projezioni b e b avranno ima posizione inversa a quelle 
q e q del punto Q. 

Si può quindi dedurne i seguenti 

Principio III. La proiezione orizzontale d'un punto situato 
negli angoli diedri anteriori è sempre al disotto della linea di 
terra: la verticale al disopra o (U disotto secondo che Van- 
galo in cui quello si trova e il superiore o V inferiore. 

Principio IV. La projczioue orizzontale d' un punto si- 
tuato negli angoli diedri -posteriori è sempre al disopra di Ha 
linea di terra ; la verticale al disopra o al disotto, secondo 
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che C angolo in cui quello si trova è il .supcriore o V inferiore. 

9. Uu punto può avere nello spazio non solo le quattro 
posizioni ora esaminate nei quattro angoli diedri formati dai 
piani coordinati, ma ne può occupare altri quattro sui piani 
stessi corrispondenti alle quattro parti in cui essi rimangono 
divisi. 

Così se un punto R (Fig. 1) si trovasse sul coordinato o- 
rizzontale e nella sua parte anteriore V L T, avrebbe per prele- 
zione su questo piano sè stesso, poiebè la projettaute corrispon- 
dente è nulla; e la sua projezione verticale sarebbe uu punto 
R' della linea di terra, poiché la progettante corrispondente si 
trova interamente distesa sul coordinato orizzontale. 

Sulla Fig. 2 vedesi indicata La posizione d' uno di questi 
punti dalla retta B B\ della quale Y estremo B è il pulito rap- 
presentato e ad un tempo la sua projezione orizzontale, e V al- 
tro estremo B sulla linea L T ne è la projezione verticale. 

Finalmente un punto può trovarsi anco sulla linea di ter- 
ra : in tal caso le due projezioui coincideranno con esso. 

Ai principii precedenti possiamo dunque aggiungere anco 
quelli che seguono, cioè: 

Principio V. Un punto collocato sopra uno dei 
coordinati Ita per projezione se stesso su quel piano, e stdV al- 
tro coordinato ha per projezione. il punto in cui la linea di 
terra è incontrata dalla perpendicolare luì essa condotta dal 
punto dato. 

Principio VI. Le projesioni d'un punto collocato sulla 
linea di terra coincidono col punto stesso. 

10. Oltre a queste nove posizioni che un pnnto può avere 
nello spazio rispetto ai piani coordinati, le quali possono tutte 
senza tema di equivoco esser rappresentate sopra uu solo e me- 
desimo foglio, è utile considerare anco il caso in cui il punto 
si trovi sopra uno dei due piani Dissettori degli angoli diedri 
formati dai piani coordinati. 

E noto che il piano bisscttore d'un' angolo diedro è il 
luogo geometrico di tutti i punti equidistanti dalle facce del- 
l' angolo medesimo. Ne segue che se un punto sta sopra uno 
di questi piani le lince projettanti resultano eguali, e perciò- 
PuxciPIO VII. Se un punto e collocato sopra ano dei 
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piani bìssetori degli angoli diedri formati dai piani coordina- 
ti, le sue proiezioni resulteranno equidistanti d<dla lima di 
terra, o si confo nderamw in una sola. 

Le» reciproche di questo come dei priucipii stabiliti ai 
N. 1 8 e 9 sono vere, e possono dimostrarsi in modo analogo 
a quello con cui è stata dimostrata la reciproca del Princi- 
pio L 

11. Converremo d'ora in avanti di indicare le proiezioni 
d' un punto con le stesse lettere, accentando quelle della proie- 
zione verticale. Così se la projezione orizzontale d' un punto è 
A, la verticale verrà sempre indicata con la lettera A. Enun- 
ceremo T oggetto stesso enunciando le due projezioni orizzon- 
tale e verticale di seguito V una all' altra ; e per indicare il 
punto di cui le projezioni sono A ed A', scrivereremo (A, A'). 

Tali convenzioni s 1 intendono estese alle projezioni d' una 
linea, ed in generale d' un oggetto qualunque. 

12. Esercizi!. Determinare le projezioni d* un punto in tutte le 
possibili posizioni che può avere rispetto ai piani coordinati, date 
le sue distanze dall' uno e dall' altro piano coordinato. 



CAPITOLO IL 

Rappresentazione grafica della retta. 
Principi! e teoremi relativi. 

13. Una linea retta è completamente determinata nello spa- 
zio, allorché si conoscono le posizioni di due qualunque dei suoi 
punti. Se A H è la retta (Fig. 3), e si trovano le projezioni 
a, a' dì un suo punto A, e le projezioni 6, b' dì un altro suo 
punto B, otterremo quanto è strettamente necessario per de- 
terminare, quando si voglia, la retta data. Poiché le prime 
projezioni sono sufficienti sempre per ritrovare il punto vi, le 
seconde per farci conoscere la posizione del punto B; ed al- 
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lorn la eongitmgente questi ultimi due punti .sarà la retta in 

quistione. 

Ma le costruzioni atte alla rappresentazione grafica d'un 
oggetto non devono offrire solamente il modo di determinare 
le posizioni dei diversi suoi punti; è necessario altresì che i 
loro resultati concorrano a farne concepire agevolmente la 
forma. 

Ora se noi consideriamo che i due punti da scegliersi sulla 
retta data A B possono essere diversi da quelli precedentemente 
indicati, e rammentiamo che il luogo delle perpendicolari da 
tutti i punti delLi retta stessa condotte sul coordinato orizzon- 
tale è un piano perpendicolare a quest' ultimo, come è un 
piano perpendicolare al coordinato verticale il luogo delle linee 
proiettanti i medesimi punti su questo coordinato, si vedrà fa- 
cilmente che sì i piedi delle prime, sì quelli delle seconde si 
troveranno sulle intersezioni rettilinee a b. a b di quei piani 
coi respettivi coordinati. Queste intersezioni, ciascuna delle quali 
è il luogo geometrico delle projezioni di tutti i punti della 
retta, chiamansi projesioni della retta medesima, e ne offrono 
visibilmente una rappresentazione completa. 

Chiamansi piani progettanti della retta A B i due piani 
perpendicolari ai coordinati e che sono il luogo delle linee 
progettanti di tutti i puuti della retta, 

14. Allorquando il coordinato verticale L T Z si fa abbat- 
tere sopra l'orizzontale L T V. la projezione verticale a' b 
viene a prendere su questo una posizione a b che non ha 
alcuna dipendenza con la projezione orizzontale a b. Talché tra- 
sformando la Fig. 3 nella Fig. 4, le projezioni d'una retta 
qualunque possono essere due rette a b, a b' comunque incli- 
nate sulla linea di terra. Ed infatti, se immaginiamo rialzato il 
coordinato verticale, e per la retta a b condotto un piano ad 
esso perpendicolare, per la retta a b un' altro piano perpen- 
dicolare al coordinato orizzontale, quei due piani s' incontre- 
ranno necessariamente, e la linea retta seguendo la quale s' in- 
tersecano avrà per projezioni a ft, a' b . 

15. Una linea retta di lunghezza finita ha le sue projezioni 
di lunghezza finita; ed in tal caso il Principio I (N.° 5) dee 
verificarsi rispetto alle estremità di queste projezioni. come i 
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Prinripii III e IV (N.° 8) bau luogo per rispetto alle posizioni 
relative della linea di terra e delle projezioni medesime a se- 
conda dell' angolo diedro nel quale tutta intera si trovi la 
retta di cui si tratta. 

Ma in ogni caso le projezioni d' una retta hanno una po- 
sizione determinata rispetto alla linea di terra dipendenti da 
quella che la retta può avere rispetto ai piani coordinati; sono 
queste che couviene ora esaminare. 

1. ° Supponiamo la retta parallela ad uno dei coordinati, 
per esempio al coordinato orizzontile. Il piano projettante la 
retta su questo avrà UH 1 inclinazione qualunque rispetto al 
coordinato verticale, e taglierà quello orizzontale seguendo una 
linea c d (Fig. 4 ) comunque inclinata alla linea di terra : ma 
il piano projettante la retta sul coordinato verticale, che per 
un momento immagineremo rialzato, riescirà parallelo a quello 
orizzontale, e taglierà il primo seguendo una retta c d pa- 
rallela alla linea di terra. 

Per lo contrario se la retta fosse parallela al coordinato 
verticale, la sua projezione su questo piano sarebbe inclinata 
in un modo qualunque sulla linea di terra, alla quale però rie- 
scirebbe parallela la projezione orizzontale. Dunque : 

Principio I. Quando una retta è parallela ad uno dei 
piani coordinati, la projezione su questo piano ha una incli- 
nazione qualunque sulla linea di terra, e la proiezione SuW al- 
tro coordinato è parallela alla linea medesimo. 

2. ° Supponiamo la retta parallela alla linea di terra. 
Allora sarà parallela ad un tempo a ciascuno dei piani coor- 
dinati, e perciò 

Principio IL Una retta parallela alla linea di terra ha 
le sue projezioni parallele a questa linea. 

3. ° Supponiamo la retta perpendicolare ad uno dei coor- 
dinati, per esempio a quello orizzontale. È chiaro che la sua proje- 
zione su questo piano sarà il punto m (Fig. 4) nel quale il 
coordinato è incontrato dalla retta stessa o dal suo prolunga- 
mento ; mentre il piano projettante la medesima retta sul coor- 
dinato verticale, resultando perpendicolare anco alla linea di 
terra, taglierà il coordinato medesimo seguendo una retta m ri 
perpendicolare alia linea di terra e che sufficientemente prolun- 
gata passerà per m. 
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Se per lo contrario fosse la retta perpendicolare al coor- 
dinato verticale, la sua projezione su questo sarebbe un punto, 
e quella orizzontale una retta perpendicolare alla linea di terra 
che passa per quel punto. Dunque 

Principio III. Le projezioni d' una retta perpen (titolare 
ad uno dei coordinati sono ; su quel piano un punto, e std- 
V altro coordinato una retta perpendicolare alla linea di terra, 
di cui il prolungamento passa per quel punto. 

4. ° Può trovarsi una retta distesa sopra uno dei coor- 
diniti, o senza trovarsi su questi incontrare la linea di terra. 
Nel primo caso la retta è evidentemente projezione di se stessa 
sul coordinato che la contiene, e come questo coincide allora 
col piano proiettante la retta sull' altro, la seconda projezione 
della retta coinciderà con la linea di terra, tfel secondo caso 
poi le projezioni della retta incontreranno evidentemente la 
linea di terra nello stesso punto in cui è questa incontrati. 
Tale sarebbe per esempio la retta A li, A li' (Fig. 4). Di qui 

Principio IV. Quando una retta sta sopra uno dei coor- 
dinati ha per projezione se stessa su quel coordinato, e la li- 
nea di terra ne è V altra projezione. 

Principio V. Se una retta incontra la linea di terra, le 
sue projezioni concorrono nel punto in cui questa linea (rin- 
contrata. 

5. ° Una retta può essere perpeudicolore alla linea di ter- 
ra. Allora aml)edue i suoi piani projettauti combaciano in un 
solo evidentemente perpendicolare alla stessa linea, e perciò la 
intersezioue di quest' unico piano coi coordinati riescirà j)erpcn- 
dicolare in uno stesso punto alla linea di terra. Onde : 

Principio VI. Quando una retta è perpendicolare alla li- 
nea di terra, ambedue le site projezioni coincidono in una stessa 
perpendicolare a quella linea. 

E questo il solo caso nel quale è impossibile ritrovare nello 
spazio la projezione della retta rappresentata. Poiché sopra la 
medesima retta M M perpendicolare ad L T possono trovarsi 
le projezioni M N, N di un infinito numero di rette, le 
quali giacendo tutte in un piano unico perpendicolare ad L T 
fanno con questa un' angolo retto. 

Rimarrebbe però completamente determinata la posizione 
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della retta nello spazio quando fossero assegnate le projezioni 
di due, dei suoi punti se non incontra la linea di terra, e 
quella d' un solo punto quando la incontra. 

6." Supponiamo una retta distesa sopra uno dei piani 
Dissettori degli angoli diedri formati dai piani coordinati ; in 
tal caso se sta sul Dissettore del diedro antcriore-superiore, o 
incontra la linea di terra, la sua rappresentazione grafica è su- 
bordinata al Principio V. Questa circostanza è però sempre in- 
dicata dalla posizione della linea di terra rispetto alle projezioni 
della retta in questione: j>oichè se ossa incontra la linea di 
terra, quota è bisettrice dell' angolo fatto dalle due projezioni; 
se invece è parallela alla linea di terra, questa deve essere e- 
quidistantc dalle projezioni medesime (N.° 10, Prin. VII). 

Se però la retta sta sul bissettore del diedro posteriore- 
superiore le due projezioni si confondono in una sola facente 
con la linea di terra un' angolo qualunque che può variare da 
0° a 180°. Si ha dunque ancora il seguente 

Principio VII. La: proiezioni r/' una retta collocata sopra 
uno dei piani bissettori degli angoli diedri fatti dai coordina- 
ti, sono egualmente inclinate sulla linea di terra e la incontrano 
in uno stesso punto, o sono ad essa parallele ed equidistanti; 
ed anco possono confondersi in una sola linea retta inclinata 
comunque, o parallela alla linea di terra. 

In questo caso non si presenta la difficoltà indicata 
nel caso 5.° per ritrovare la posizione della retta nello spazio. 

1G. I principii inversi ai precedenti sono veri e riescono di 
facilissima dimostrazione solo che s 1 immagini sempre rialzato 
il coordinato verticale. Così ò agevolo dimostrare che 

1. ° Due linee rette situate, nei piani coordinati e non 
perpend ir alari alla linea di terra sono le projezioni d' una 
retta nello spazio. 

2. ° Due linee rette situate nei piani coordinati e per- 
pendicolari alla linea di terra non sono le projezioni tT una 
retta che nel caso in cui esse incontrano la linea di terra nel 
medesimo punto. 

3. " Due linee rette tracciale sui piani coordinati, e di 
cui una sola sia perpendicolare alla linea di terra non pos- 
sono essere le projezioni d" una retta. 
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17. Considerando ciascuno dei quattro angoli diedri formati 
dai piani coordinati si vedrà che una retta di lunghezza fi- 
nita e tale da non incontrare nè oltrepassare la linea di terra 
può occupare nello spazio ventiquattro posizioni diverse rispetto 
ad essi e alla linea di terra, cioè: in quattro può avere una 
iuclinazione qualsivoglia sui piani coordinati; in otto può es- 
sere parallela ad uno dei coordinati senza essere perpendico- 
lare all'altro; in otto può essere perpendicolare ai coordinati: 
in quattro parallela alla linea di terra. 

Sui piani coordinati noi la medesima retta può avere dodici 
posizioni diverse, cioè : quattro se è comunque incliuata alla 
linea di terra; quattro allorché è parallela ad essa, e quattro 
se le è perpendicolare. 

ls. Teorema I. Un gtuds'uogUa punto <f una retta data ha 
le sue proiezioni su quelle (I lla retta stessa. 

Poiché le linee projettauti il punto di cui si tratta sono 
necessariamente contenute nei piani progettanti la retta; quindi 
i loro piedi si troveranno sulle intersezioni di quei'piaui coi 
coordinati, le quali sono proiezioni della retta medesima. 

t La reciproca è vera. 

19. Osservazioni. I. Allorché sopra una delle projezioni d'una 
retta è dati quella d' un punto appartenente ad essa, V altra 
projezione del punto si troverà applicando convenientemente il 
Principio 1 del NV 5. Quindi se una retta dovrà condursi per 
un punto dato, le sue projezioni dovranno passare respettiva- 
mente per quelle di questo punto. 

II. Se due rette si tagliauo nello spazio, le projezioni 
orizzontali di esse debbono incontrarsi, come è forza s incon- 
trino le verticali (N.° 18); e i due punti d'incontro si trove- 
ranno sopra una retta perpendicolare alla linea di terra. 

Allorché questa seconda condizione non si verifica, biso- 
gna dedurne che le rette date non si incontrano. Ed infatti: 
se mentre L T (Fig. ó) è la linea di terra, si hanno le 
rette qualunque (A B, A B). (C D, C D ) di cui le pro- 
iezioni orizzontali s'incontrano in M e le verticali in X, e se 
la perpendicolare ad L T condotta per M incontra A B in 
M e 0 l) in M invece di incontrare ambedue queste rette 
in X . ciò proverà che il punto M è proiezione orizzontale di 
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due punti situati a differenti altezze dal coordinato orizzonta- 
le, e di cui il primo (M. Jf) sta sulla retta (A B, A' B'). 
ed il secondo (3f, M ) sta sulla retta (C 2), G B). 

20. Teorema II. Le proiezioni dello stesso nome di due o 
più rette parallele nello spazio sono parallele fra loro. 

Immaginiamo due rette parallele nello spazio, e i respet- 
tivi piani projettanti di ciascuna. Osservando che quelli per- 
pendicolari al coordinato orizzontale debbono riescire paralleli 
perchè passano per due rette parallele, e che lo stesso può af- 
fermarsi di quelli perpendicolari al coordinato verticale, si 
comprenderà facilmente che le loro intersezioni con ciascuno 
dei coordinati resulteranno parallele fra loro. 

La reciproca del teorema è vera : cioè, se le proiezioni 
orizzontali A B, C B, (Fig. 6) di due rette sono parallele, e 
tali pur sono le respettive projezioni verticali A! B', G B' t le 
)-etle rappresentate saranno parallele. 

Se ne troverà facilmente la dimostrazione, purché s' im- 
magini rialzato il coordinato verticale, e si rammenti che due 
piani paralleli ad una retta, e non paralleli fra loro, s' inter- 
secano seguendo una retta parallela alla prima. 

21. Osservazioni. I. Se due delle projezioni dello stesso no- 
me per esempio quelle orizzontali, sono parallele, e le altre 
due concorrenti, le rette rappresentate non sono parallele. Poi- 
ché sono contenute nei due piani paralleli che le precettano sul 
coordinato orizzontale e perciò non possono incontrarsi; ma 
nessuna di esse è parallela ai piani projettanti dell'altra, e 
quindi non possono essere parallele fra loro. 

II. Quando i limiti del foglio su cui si disegna non per- 
mettono di verificare, mediante 1' osservazione II del N.° 19, 
se due rette date per le loro projezioni s' incontrano, la verifi- 
cazione può farsi nel modo seguente. 

Sieno (A B, A' B ), (C B, G B') le rette date (Fig. 7): 
si tirino sul coordinato orizzontale due rette parallele M P, 0 N 
che taglino le projezioni AB e CD, e si considerino come le 
projezioni di due rette che si appoggiano sulle rette date. Al- 
lora a e c saranno le projezioni orizzontali dei punti in cui la 
retta ausiliaria rappresentata da P M incontra le rette me- 
desime, e 6, d le projezioni orizzontali dei punti in cui sono 
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esse incontrate dalla seconda retta ausiliaria rappresentata da 
0 N. Cercando le prelezioni verticali a', e 7 , d' di questi 
punti (N.° 19 Oss. I) potranno tracciarsi immediatamente le 
proiezioni verticali M F, 0' N delle rette ausiliario; e se 
queste resulteranno parallele ne inferiremo che le rette date 
s' incontrano. 

Invece di prendere parallele le projezioni orizzontali delle 
rette ausiliarie, potevansi prendere in modo che si tagliassero 
in un punto x (Fig. 8) compreso fra le projezioni orizzontali 
AB e CD delle rette date. Trovate allora nel modo stesso le 
projezioni verticali P M\ 0' N', queste dovrebbero incontrarsi 
in un punto X situato con x sulla medesima perpendicolare 
alla linea di terra, per dedurne la certezza che anco le rette 
date s' incontrano. 

Se una delle rette date fosse perpendicolare alla linea di 
terra, la condizione del loro incontro apparirebbe sodisfatta; 
ma come essa lo è in forza della particolare posizione d" una 
delle rette date, così non può inferirsene che effettivamente le 
rette si tagliano nello spazio. Vedremo più innanzi come possa 
farsene la verificazione. 

22. Teorema IH. La proiezione (V una retta finita e paral- 
lela al coordinato corrispondente è parallela ed eguale alla 
retta rappresentata; in ogni altro caso è minore. 

Sia M N (Fig. 9) il piano coordinato, ed A B una retta 
parallela ad esso. Le linee proiettanti A a, B b, la retta AB e 
la sua projezione ab formeranno un rettangolo, e perciò le 
due lunghezze ab ed A B saranno eguali. Ma se la retta data 
fosse A C non parallela al piano 21 N, la figura A a b C 
sarebbe un trapezio ad augoli retti in a e b, e perciò resul- 
terebbe a b minore di A G. 

23 Osservazioui. I. Le projezioni di due rette facenti fra 
loro un angolo di 90° non sono perpendicolari fra loro sopra 
lo stesso piano coordinato, salvo il caso in cui una di esse od 
ambedue sieno parallele a quel piano. 

Poiché T angolo diedro formato dai due piani proget- 
tanti le rette in quistione ha per rettilineo corrispondente 
quello fatto dalle loro projezioni ; talché se nessuna delle 
rette è parallela al coordinato, V angolo fatto dalle projc- 
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zioni non può essere eguale a quello di 90" che le rette rappre- 
sentate fanno fra loro : ma se uua delle rette è parallela al 
coordinato il phino projettaute 1' altra retta resulterà perpen- 
dicolare ad essa e al piauo che la projetta sullo stesso coor- 
dinato, onde anco le projezioni faranno un angolo di 90°: se 
infine ambedue le rette di cui si tratta fossero parallele al co- 
ordinato, resulterebbero parallele anco alle loro proiezioni, e 
quindi 1' angolo di queste sarebbe eguale all' angolo di quelle. 

IL Da quest' ultima considerazione, come dal teorema 
precedente deducesi che la projezionc d' una figura poligona sopra 
un coordinato parallelo al piano della figura, sarà un poligono 
identico ad essa: e siccome questa proprietà è indipendente 
dalla specie del poligono e dalla lunghezza dei suoi lati, sarà 
vera ancora per la circonferenza e per qualsivoglia altra linea 
piana, la quale può considerarsi come uu poligono i cui lati 
sono infinitamente piccoli. 

24. Esercizi!. 1.° Costruire le projezioni d' uua retta in tutte le 
sue possibili posizioni rispetto ai piaui coordinati. 

2.° Costruire le projezioni di due rette che passano per un 
punto dato e sono 1' una parallela al coordinato orizzontale e 1' al- 
tra al coordinato verticale. 

Trovare le projezioni d' una retta condotta per un punto 
dato parallelamente ad una retta data. 

4. ° Una retta è parallela ad uno dei coordinati; trovare le 
projezioni d' una altra retta condotta per un qualsivoglia punto 
dato dello spazio perpendicolarmente alla retta data. 

5. ° Trovare le projezioni d' una retta che passa per un 
punto dato e incontra un' altra retta data. 

6. ° Date le projezioni d' una retta trovare quelle dei punti 
nei quali essa incontra i piani bissettori degli angoli diedri formati 
dai coordinati. 

7. ° Date le projezioni verticali di quattro punti e quelle 
orizzontali corrispondenti a tre di essi; costruire le projezioni del 
quadrilatero piano che ha per vertici i punti dati. 
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CAPITOLO III. 

Rappresentazione grafica del Piano. 
Principii e teoremi relativi. 

25. E il piano una superficie che può intendersi generata 
da una rotta la quale si muove parallelamente a se stessa ap- 
poggiandosi costantemente sopra un* altra retta fissa di posi- 
zione; ovvero da una retta costretta a< passare costantemente 
per un punto mentre scorre sopra un' altra retta pure fissa. 
Talché date le proiezioni della retta fissa insieme con la dire- 
zione della retta mobile nel primo caso, o quelle della retta 
fissa e del punto nel secondo, sarà cosa facilissima costruire 
un qualsivoglia numero di posizioni della retta generatrice, ed 
ottenere così la rappresentazione del piano. 

Ma questo metodo, che è talvolta indispensabile per rap- 
presentare ogn' altra superficie che non sia piana, non è mini- 
mamente necessario e nemmeno utile per il piano, il sentimento 
del quale è comunissimo a tutti, come quello della retta: e 
perciò, non curando nessuno dei processi grafici che la Geome- 
tria potrebbe suggerire, come le proiezioni di due rette paral- 
lele, quelle di due rette che si incontrano, o quelle di tre punti ec, 
si stima convenevolmente rappresentato il piano mercè le linee 
seguendo le quali esso interseca i due piani coordinati, le quali 
meglio di qualsivoglia altro mezzo si prestano a farne ricono- 
scere la posizione. 

Queste due rette, cui si da il nome di traccic, concorrono 
evidentemente in quel punto della linea di terra in cui è tagliata 
dal piano; e se supponiamo che il coordinato orizzontale VV 
(Fig. 10) sia da un piano M N intersecato lungo P R 1\ e 
il coordinatovertica le Z Z' lo sia seguendo la retta P' R P' x 
nulla di più agevole il concepire la posizione del piano stesso 
avente per traccic quelle linee. 

La Fig. 10 si trasforma nella Fig. 11 al seguito della ro- 
tazione del coordinato verticale secondo il modo convenuto, ed 
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allora Ir traccie prendono la posizione delle due rette R P, 
H P facenti fra loro un' angolo differente da quello che esse 
fanno nello spazio: ma immaginando rialzato il coordinato ver- 
ticale rimarrà sempre agevole il concepire la posizione del piano. 

Dicesi traccia orizzontale la retta R P, e traccia verticale 
Jt P. Si enuncia il piano nel modo stesso con cui si enunce- 
rebbe V angolo fatto dalle sue traccie. dicendo il piano P R P. 

Noi possiamo frattanto stabilire il seguente 
Principio L Un piano qualunque è rappresentato grafi- 
camente da due rette concorrenti nello stesso punto della li- 
nea di terra. 

Non v' ha mai occasioue di dover considerare limitato un 
piano ; onde le sue traccie dovrebbero prolungarsi anche al di 
là della linea di terra, siccome è indicato nella Fig. 10. Ma per 
non complicare il disegno con linee inutili si trascurano sem- 
pre questi prolungamenti, ogni qualvolta la natura della qui- 
stione il conceda. 

26. La diversa posizione d' un piano rispetto ai piani co- 
ordinati o alla linea di terra, fa luogo a posizioni particolari 
delle sue traccie rispetto a quest' ultima. 

1. ° Sia un piano perpendicolare al coordinato orizzontale: 
la sua intersezione coli' altro coordinato sarà verticale e in con- 
seguenza perpendicolare alla linea di terra, sulla quale la tracoia 
orizzontale potrà avere una inclinazione qualunque. Avrebbe luo- 
go T inversa, se il piano considerato fosse perpendicolare al solo 
coordinato verticale. Così P R P (Fig. 12) potrebbe rappre- 
sentare il primo piano e P 1 R l P \ il secondo: si può dunque 
stabilire questo 

Principio II. Un piano perpendicolare ad uno dei coor- 
dinati ha per traccia su questo una retta comunque indinola 
sulla linea di terra, e sull'altro coordinato una retta perpen- 
dicolare alla medesima linea. 

2. " Sia un piano perpendicolare alla linea di terra : esso 
resulterà perpendicolare ad ambedue i coordinati, e per conse- 
guenza ambedue le sue tracce dovranno essere perpendicolari 
alla linea di terra. Tale sarà dunque il piano P 2 R 3 F 5 
(Fig. 12), e frattanto si ha il 

Principio III. Un piano jterpendicolare alla linea di terra 
x 2 
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ha k sue tracce distese sopra ma medesima retta perpendico- 
lare, a quella linea. 

Le tracco d' un piano possono risultare sul prolungamento 
T una dell' altra anco nel caso in cui gli angoli da essa fatti 
colla linea di terra sono supplementarii ; ma allora la retta che 
contiene quelle tracce è obliqua alla linea di terra. 

3. ° Se un piano è parallelo al coordinato orizzontata , 
intersecherà solo il coordinato verticale, e sarà su questo rap- 
presentato da una retta parallela alla linea di terra. Avverrebbe 
evidentemente il contrario quando il piano fosse parallelo al 
coordinato verticale. Dunque 

Principio IV. Un piano parallelo ad uno dei coordinati 
è rappresentato sali' altro coordinato da una retta parallela 
alla linea di terra. 

4. ° Se un piano è parallelo alla linea di terra, le sue 
traccio non avranno alcun punto a comune con questa linea, 
quindi : 

Principio V. Allorcltè un piano c parallelo alla linea 
di terra, anco le sue tracci e residuino parallele a questa linea. 

In questo caso potrebbe il piano essere rappreseutato anco 
da una sola retta parallela alla linea di terra; e ciò avviene 
quando è egualmente inclinato sopra i due coordinati, e la parte 
di es-so compresa fra le sue traccie si trova nelP angolo diedro 
posteriore - superiore, o in quello anteriore - inferiore. 

27. Chiamasi traccia orizzontale d' una retla il punto nel 
quale essa incontra il coordinato orizzontale, e traccia verti- 
cale dicesi quello in cui incontra il coordinato verticale. Noi 
impareremo fra breve a determinare queste traccie ; frat- 
tanto se un piano passa per una retta, le sue intersezioni con 
ciascun piano coordinato conterranno evidentemente anco le 
traccie respettive della retta medesima; e viceversa se una retta 
è descritta sopra un piano, i punti d' incontro coi piani coor- 
dinati avranno necessariamente luogo sulle traccie del primo. 
Onde si può stabilire il seguente 

Principio VI. Le traccie d' un piano condotto per una 
retta data possano per le traccie della retta medesima; viceversa 
le traccie d' una retta situata sopra un piano dato si trovano 
sulle traccie corrispondenti di quel piano. 
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Se la retta per cui passa il piano fosse la linea di terni, 
le sue traccie si confonderebbero con essa, e la rappresentazione 
del piano riescirebbe incompleta. In questo caso farà di mestieri 
dare anche le projezioni di. un punto appartenente al piano. 

28. I principii inversi ai precedenti sono veri, e possono 
dimostrarsi in un modo semplicissimo. Solo conviene osservare 
che non sempre due rette concorrenti in un medesimo punto 
della linea di terra distese sopra una medesima perpendicolare, 
od ambedue parallele a quella linea rappresenteranno un piano; 
poiché abbiamo già notato che una rappresentazione identica 
può convenire anche ad una retta. Vedremo però che la natura 
delle quistioni non lascia mai alcun dubbio sul significato pre- 
ciso di tali combinazioni di lince. 

Si conclude che v" ha un solo modo di rappresentare un 
piano comunque inclinato alla linea di terra, ed è quello indi- 
cato dalla Fig. 11 mercè il sistema P li P delle sue traccie : 
due modi soli se è perpendicolare ad uno dei coordinati come 
P R P, 7\ B l nella Fig. 12; ed in un solo modo come 
P 2 7? 2 P (Fig. 12) se è perpendicolare ad ambedue i coor- 
dinati. Ma nel caso in cui sia parallelo ad uno dei coordinati, 
come in quello in cui lo sia alla linea di terra esso può avere 
quattro posizioni diverse, e perciò vi saranno quattro modi di 
rappresentazione per eiascheduu c:iso. 

29. Teorema I. La traccia orizzontale d'un piavo condotto 
per una retta parallela al coordinato orizzonUde è parallela 
alla proje-ione orizzontale della retta medesima ; e similmente 
la traccia verticale a" un piano clw. passa per una retta paral- 
lela al coordinato verticale è parallela alla proiezione verticale 
della stessa retta. 

Se la retta, di cui si tratta, è parallela al coordinato oriz- 
zontale, la si potrà sempre considerar»- come la intersezione del 
piano dato con un secondo piano parallelo al coordinato oriz- 
zontale; quindi dovrà essere necessariamente parallela alla trac- 
cia orizzontale del piano dato. Ora è noto che le projezioni di 
rette parallele sono respetti vamente parallele fra loro (N. 20.); 
la traccia orizzontale del piano dato è proiezione di se stessa 
(N. io. Prin. IV.): dunque questa traccia dovrà essere paral- 
lela alla projezione orizzontale della retta in quistione. 
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La seconda parte del teorema si dimostra iu modo analogo. 

30. Teorema II. Reciprocamente: se una retta è contenuta in 
un piano, e la sua proiezione orizsontale è puntitela alla trac- 
cia orizzontale di esso, la retta stessa è parallela al coordinalo 
orizzontale : se invece è la projezione verticale della retta pa- 
rallela alla traccia verticale del piano, la retta è parallela al 
coordinato verticale. 

Poiché nel primo caso il piano projettante la retta sul co- 
ordinato orizzontale è parallelo alla traccia orizzontale del pia- 
no dato, la quale non potrà perciò incontrare la retta in que- 
stione; ma questa è pur situata sul piano dato, dunque è pa- 
rallela alla sua traccia orizzontale, e in conseguenza anco al 
coordinato orizzontale. 

La seconda parte del teorema si dimostra in modo analogo. 

31. Osservazioni. I. Le rette di un piano parallele al coor- 
dinato verticale, e quelle parallele al coordinato orizzontale, 
alle quali si da pure il nome di orizzontali del piano, possono 
utilmente servire a rappresentare il piano che le contiene. 

IL Dicesi lima di massima pendenza d' un piano, rap- 
porto ad un altro piano, una retta tracciata sul primo in direzione 
perpendicolare all' intersezione di ambedue i piani: poiché quella 
linea fa con la sua projezione sul secondo piano il massimo 
angolo. Infatti se da un punto a del piano 31 N (Fig. 10) con- 
ducesi a c perpendicolare alla sua intersezione R V col piano 
V V, ed a d qualunque ; se tirasi poi a 6 perpendicolare al 
piano V V e se ne congiunge il piede b con c e d, sarà 

i j ì ab ^ ab 

bc < bd e per conseguenza ^ > 

Di qui 

tang acb > tang adb 
ossia la pendenza di a c sul piano V V è maggiore della pen- 
denza di qualunque altra retta tracciata sopra M N. 

Tirando dunque sopra un piano una perpendicolare alla 
sua traccia orizzontale, o ad una delle sue orizzontali, si otterrà 
la linea di massima pendenza del piano rispetto al coordinato 
orizzontale ; e se invece condurremo sopra di esso una perpen- 
dicolare alla sua traccia verticale, o ad una delle sue rette 
parallele a questa traccia, otterremo la linea di massima pen- 
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(lenza rispetto al coordinato verticale. Una delle due linee ili 
massima pendenza può essere sufficiente a rappresentare un piano. 

32. Teorema III. Le traccia orizzontali di due piani perpen- 
dicolari fra loro e al coordinato orizzontale sono Vum all'al- 
tra perpendicolari; e similmente sono fra loro perpendicolari h 
traccie verticali di due piani facenti un angolo di 90° e per- 
pendicolari al coordinato verticale. 

Poiché sì ncll' uno che nelF altro caso ciascuno dei coor- 
dinati resulta perpendicolare lilla intersezione dei due piani di 
cui si tratta, e per conseguenza le traccie relative debbono mi- 
surare la loro inclinazione. 

33. Osservazione. Allorché i due piani fra loro perpendi- 
colari fossero comunque inclinati sui coordinati, la relazione 
teste dimostrata fra le loro traccie non avrebbe più luogo. Ogui 
qualvolta però uno dei piani dati fosse perpendicolare ad 
uno dei coordinati, tornerebbe a sussistere per le sole traccie 
corrispondenti a questo coordinato. Indichiamo infatti con P e 
P i due piani perpendicolari fra loro, e suppliamo che P sia 
perpendicolare altresì al coordinato orizzontale; esso resulterà 
perpendicolare anco alla traccia orizzontale di P. la quale in- 
contrando P in un punto della sua traccia orizzontale, dovrà 
fare con questa un' angolo retto. 

La reciproi:a è vera cioè; se la traccia orizzontale d'un, 
piano qualunque P è perpendicolare alla traccia orizzon- 
tale </' un piano verticale P, i due piani P e P sono perpen- 
dicolari fra loro. Poiché la traccia orizzontale di P* è perpen- 
dicolare evidentemente al piano P\ e perciò il piano P che 
passa per quella traccia resulterà necessariameute perpendico- 
lare al piano P. 

34. Teorema IV. Quando una retta (C 1), C D ). (Fig. 13) 
è perpendicolare ad un piano P R P , le jrrojezioni di quella 
sono respettivamente perpendicolari alle traccie di questo. 

Poiché il piano progettante la retta data sul coordinato 
orizzontale, essendo perpendicolare a questo coordinato e al piano 
P R P , resulterà aucora perpendicolare alla loro intersezione 
P R: quindi La retta (C i), C J>) fa un angolo di 90° con 
H P. Ma la retta P R è orizzontale, dunque 1' angolo fatto 
da C D con P R deve esser retto (X. 23 I.) 
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In modo del tutto simile può dimostrarsi i he la proiezione 
verticale C D' della retta de\'e esser perpendicolare alla traccia 
verticale li P del piauo. 

35. Teorema V. lleci crocamente ; se le tracce P R, Il P 
(Fig. IH) r/' un piano, sono perpendicolari respettivaniente alle 
proiezioni C D, C D' (V una retta, questa retta e il piano sa- 
ranno perpendicolari fra loro. 

Infatti, essendo P 11 perpendicolare a C 1), lo sarà anco 
al piano projettante la retta data sul coordinato orizzontale, e 
quindi il piano dato e (guest' ultimo sono perpendicolari fra loro 
(N. 33): parimente essendo lì P perpendicolare e C D' lo 
sarà anco al piano projettante la retta medesima sul coordinato 
verticale, e quindi il medesimo, piano P li P sarà perpendi- 
colare al secondo piano projettante della retta. Ne segue che 
il piano P 11 P resulterà perpendicolare alla intersezione dei 
due piani proiettanti, e perciò alla retta (C D, C D ). 

36. Teorema VI. Se due o più piani sono paralleli fraloro, 
le traccie sì orizzontali che verticali di essi resulteranno respet- 
ticamente parallele. 

Poiché queste traccie altra cosa non sono che le intersezioni 
di piani paralleli con un piano unico. 
La reciproca è egualmente vera. 

37. Osservazione. Le traccie orizzontali di due o più piani 
non possono essere parallele fra loro e alle traccie verticali, 
salvo il caso in cui i piani in quistione sieno paralleli alla li- 
nea di terra (N. 26 Prin. V ). In questo caso però non può 
sempre dedursi il parallelismo dei piani, come avremo luogo di 
notare fra breve. 

38. Prima di applicare i principj stabiliti alla soluzione dei 
problemi che formauo il soggetto principale della Geometria 
Descrittiva, esporremo le regole da osservarsi costantemente nel 
tracciato in penna delle linee costituenti le relative costruzioni 
grafiche. Noi distingueremo queste linee in tre categorie: 

1. " Linee atte a rappresentare i dati del Problema 

2. " Linee atte a rappresentare i resultati 

3. " Linee di costruzione, o ausiliarie, necessarie per e- 
sprimerc i dati o per trovare i resultati. 

Converremo di tracciare con tratto pieno c continuo, sicco- 
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me si mostra in A lì (Fig. li), tutto lo lineo della prima e 
seconda categoria : con piccoli truffi interrotti rifilali ed rqtù- 
distonii, quali sono indicati dalla M N, tutte le linee di co- 
struzione puramente geometrica, che non rappresentano cioè li- 
nee o superficie necessarie alla soluzione dèi problema, come 
sarebbero, per esempio, le congiungenti le projezioni d' un punto: 
infine con tratti interrotti ed alternati con un punto, come vien 
dimostrato dalla CD, tutte le linee ausiliarie, le quali rappre- 
sentano lince o superficie facenti parte integrante della solu- 
zione. 

Per manifestare poi la posizione relativa delle linee che 
rappresentano i dati e i resultati del problema, come quella che 
hanno . per rispetto ai piani coordinati o ad altre superficie, noi 
immagineremo sempre queste superficie e piani come oggetti 
reali e capnei di rendere invisibili agli occhi dell' osservatore 
le linee o le loro parti che si trovano al di sotto del coordi- 
nato orizzontale, o dietro a quello verticale, ritenendo che Y og- 
getto, dalla figura rappresentato, sia collocato sempre nell' angolo 
diedro anteriore-superiore. Allora tutte le linee, rette o cune, 
qualunque sia la categoria alla quale appartengono si tracceranno 
nel modo anzidetto, quando sono visibili ; e si tracceranno a pie- 
coli punti vicinissimi fra loro le invisibili della 1." e 2." cate- 
goria, come si vede in b a per la retta a a supposta visibile 
da a in b. A tutte le linee poi della terza categoria, rappre- 
sentino o nò linee o superficie ausiliarie richieste dalla soluzione 
del Problema, conserveremo lo stesso tracciato, anche se appar- 
tenenti a linee o superficie invisibili, dovendo esse sopprimersi 
a disegno compiuto, nelle applicazioni. 

3i>. Eskrcizii. 1." Ilappresentare un piano in tutte le possibili 
posizioni che può avere rispetto ni piani coordinati e alla linea di 
terra. 

2. ° Date le projezioni d'un punto e le traccie d* un piano 
costruire le projezioni d 1 una perpendicolare al piano condotta pel 
punto dato. 

3. ° Costruire le projezioni della linea di massima pendenza 
d'un piano condotta per un punto dato o sulla traccia orizzonto le. 
o sulla traccia verticale del piano. 
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•1.° Date le proiezioni della linea di massima pendenza di un 
piano rispetto ad uno dei coordinati trovare quelle di più rette del 
piano parallele allo stesso coordinato. 



CAPITOLO IV. 
Problemi relativi a!le linee rette e ai piani. 

Problema I. Date le projezioni d" una reità indefinito, trovarne, 
le traceie sui piani coordinati. (Fi?. 15.) 

40. Sieno A B, A' Lì le prelezioni orizzontale e verticale 
della retta data, e proponiamoci di trovarne la traccia orizzon- 
tale. Osserveremo: L* che questa traccia è projeziouc orizzon- 
tale di se stessa, e che perciò avrà la sua proiezione verticale 
sulla linea di terra. (N.' J 1). Prin. V.); '2° che essendo un punto 
della retta data, ambedue le sue projezioni si troveranno su 
quelle della retta medesima. (N.° 18 ). Ciò posto il punto A nel 
quale la prqjezioue verticale della retta o il suo prolungamento 
incontra la linea di terra sarà la prelezione verticale della trac- 
cia cercata, la quale sarà perciò determinata dalla perpendico- 
lare condotta da A alla linea di terra, e sarà il punto A in 
cui la projezione A li è incontrata da quella perpendicolare. 
Col medesimo ragionamento si giunge a trovare che B è la 
traccia verticale della retta data. 

Così : per ottenere le traccio d' una linea retta data per 
le sue projezioni, si prolungheranno quest'ultime fino all'in- 
contro della linea di terra, e le perpendicolari a questa linea 
condotte per quei punti d'incontro determineranno sulle proje- 
sioni date le traccio corrispondenti 

La Fig. 15 presenta altre posizioni della retta nelle quali 
la traccia orizzontale e il putito v e la traccia verticale / . 

41. Osservazioni. I. Immaginando rialzato il coordinato ver- 
ticale, si vede che la parte di retta compresa fra i due coor- 
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tlinati è ipotenusa comune di due triangoli rettangoli, dei quali 
uno ha per cateti li' B e B A, l'altro ha per cateti A A 
ed A B. 

IL Al di là delle traccie A e B la retta diviene invisi- 
bile per la convenzione fatta al N.° 38 ; quindi i prolunga- 
menti delle sue projezioni oltre la linea di terra e le traccie 
A e B debbono tracciarsi a piccoli punti. 

Problema II. Date le traccio (f una linea retta, costruirne le 
proiezioni (Fig. 15.) 

42. Siano -4 e B le traccie date orizzontale e verticale. 
Tirando A A e B B' perpendicolari alla linea di terra, sarà 
A' la projezione verticale di A, e B la projezione orizzontale 
di B'. Quindi le rette A B ed A! B , congiungenti questi 
ultimi punti con quelli dati, saranno le projezioni richieste. 

Problema III. Date le projezioni di due rette che si tagliano, 
costruire le traccie del piano da esse determinato. (Fig. 16.) 

43. Sieno (AB, A B), (C D, C D) le rette date che si 
tagliano nel punto (M, M ). La traccia orizzontale del piano 
richiesto dovrà passare per le traccie orizzontali A e C delle 
due rotte, e le traccie verticali per le traccie verticali B' e D \ 
(N.° 27 Princ. VI.) ; le rette B A C, F D B' saranno dun- 
que le richieste traccie del piano ; ed esse prolungate con- 
venientemente dovranno incontrarsi nello stesso punto li della 
linea di terra, se il disegno è esatto (N.° 25. Prin. I.). 

44. Osservazione. Se prendesi un punto qualunque (m, ni) 
d' una delle rette ( A B, A' B ,) e per esso conducesi una pa- 
rallela (c m d, C m d ) all' altra retta data questa parallela 
sarà contenuta nel piano P B B, e per conseguenza le sue 
traccie e e d si troveranno sulle traccie respettive di esso. 

L' esattezza del disegno si può verificare con questo mezzo, 
quando entro i limiti del foglio su cui si disegna non abbia 
luogo il punto B] lo stesso mezzo può servire a determinare 
le traccie del piano cercato, ancorché entro i limiti suddetti 
non sia possibile trovare le traccie d' una o di ambedue le rette. 
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45. Casi particolari. I. Una delle rette date può essere pa- 
rallela «ad uno dei piani coordinati. Allora la projezionc di essa 
e la traccia dell' altra retta su questo coordinato bastano per 
costruire la traccia corrispondente del piano (N.° 29.). 

II. Una delle rette date può essere parallela al coordi- 
nato orizzontale e 1' altra al coordinato verticale. Allora si tro- 
verà un punto solo per ciascuna traccia del piano richiesto ; ma 
le projezioni delle rette ne determinano la direzione. 

III. Una delle rette date sia parallela alla linea di ter- 
ra. In tal caso questa linea e il piano cercato saranno paralleli, 
e T altra retta è sufficiente per determinare le traccie di que- 
st' ultimo. 

IV. Una delle rette sia perpendicolare ad uno dei coor- 
dinati. Allora la traccia corrispondeute del piano coinciderà con 
la proiezione dell'altra retta. 

V. Se una delle rette è perpendicolare alla linea di ter- 
ra, od ambedue sono parallele alla medesima linea, la solu- 
zione del problema è impossibile coi metodi ordinarli. Ma ve- 
dremo più lungi con quali mezzi possa conseguirsi. 

Problema IV. Data la lima di massima pendenza d'un piano 
rapporto ad uno dei coordinati, trovarne le traccie (Fig. 1 7.) 

46. La linea di massima pendenza d' un piano è una retta 
contenuta in esso; e supponendo che quella data sia (A B, A B ) 
relativa al coordinato orizzontale, è noto di' essa è perpendico- 
lare a tutte le orizzontali del piano, e perciò anco alla sua 
traccia orizzontale. Cercheremo dunque le traccie di questa 
retta, e per quella orizzontale B condurremo V B li per- 
pendicolare ad A B\ uniremo R con la traccia verticale A, 
e le due rette P B li, R A P saranno le traccie del piano 
cercato. 

47. Osservazione. Se il punto di concorso R, o la traccia 
verticale A' della retta data non avessero luogo nei limiti del 
foglio, potrebbe trovarsi un' altro punto b' della traccia verti- 
cale ricorrendo ad una orizzontale del piano condotta per un 
punto conveniente (a, a ) della linea data. 

Anco se la traccia B della linea medesima non potc$^e a- 
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ver luogo entro i limiti suddetti, basterebbe condurre una pa- 
rallela ad (A B, A B) in posizione conveniente per averne la 
traccia entro quei limiti. 

■ 

Problema V. Dato un piano ed una della proiezioni (f una retta 
contenuta in esso, trovarne V altra projvtione (Yìg. 18.) 

48. Sia il piano dato per mezzo delle sue traccie Pli, HP, 
e supponiamo sia data la projezione orizzontale A B della retta 
di cui si tratta. Il punto C comune alla traccia orizzontale del 
piano e alla projezione data della retta è la traccia orizzontale 
di quest' ultima, onde avrà la projezione verticale C sulla Hnoa 
di terra; il punto A comune alla linea di terra e alla proje- 
zione orizzontale della retta è projezione orizzontale della trac- 
cia verticale della retta medesima, la quale si troverà in A' 
sulla traccia verticale del piano. Ne segue che A C sarà la se- 
conda projezione della retta in quistione. 

Operazioni analoghe condurrebbero a determinare la projezio- 
ne orizzontale della retta quaudo ne fosse data quella verticale. 

49. O.sserv azione. Se entro i limiti del foglio non avesse 
luogo V incontro della data projezione orizzontale della retta 
con la traccia corrispondente del piano, siccome avviene nella 
stessa Fig. 18 per la retta I) E, tracceremo sul piano una 
delle linee di massima pendenza per modo che la sua proje- 
zione orizzontale A p tagli D E e P li, e ne cercheremo la 
projezione verticale A' p , operando come precedentemente. Di poi 
Osservando che la retta in quistione e la retta ausiliaria si ta- 
gliano sul piano dato, ne dedurremo che la projezione orizzon- 
tale del loro incontro è x, e la projezione verticale x . Con- 
giunto questo punto con la traccia verticale D' della retta, ot- 
terremo la cercata projezione verticale D x E . 

Invece della linea di massima pendenza si può, quando 
convenga, scegliere per linea ausiliaria anco una qualunque delle 
orizzontali del piano o una delle sue rette parallele al coor- 
dinato verticale. 

Problema VI. Date le traccie d'un piano ed una delle proje- 
sioni d y un punto in esso contenuto, trovarne V altra prope- 
sone. (Fig. 19.) 
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50 Sia PHP il P'ano dato, e ilei punto sia nota la pro- 
iezione orizzontale M. Tireremo per M una retta qualunque 
A M B, e considereremo questa come proiezione orizzonta le 
d' una retta contenuta nel piano dato la quale passi pel punto 
di cui si tratta. Costruita allora come al N.° 48 la projezione 
verticale AB, basterà condurre per 21 una perpendicolare alla 
linea di terra, per conoscere la domandata projezione verticale 
J)f del punto medesimo. 

Dovrebbe operarsi in un modo analogo se del punto fosse 

data la projezione verticale. 

51 Osservazione. Per provare l'esattezza del disegno si può 
condurre per M un'altra retta pararcela alla traccia orizzon- 
tale del piano, o alla linea di terra. Allora la procione ver- 
ticale della retti che possiamo supporre rappresentata da quel- 
la dovrà passare per il trovato punto M. 

Problema VII. Date le traccio tV un piano e le procioni un 
punto trovare le traccio <V un secondo piavo che passa pel 
punto dato ed è parallelo al primo (F.g. 20.) 

52 II piano dato sia V li V , ed <J/. M ) il punto. Si può 
tracciare sul piano dato una retta a piacere; e questa può essere 
anco una delle sue linee di massima pendenza. Allora se pel 
punto dato conducesi una retta parallela alla precedente, le 
sue traode saranno sufficienti a far conoscere quelle del piano 
demandato, le quali debbono, conv è noto (SS 36.;, essere pa- 
rallele respettivamente alle traccie del piano dato. 

La soluzione è per altro più semplice ricorrendo alle oriz- 
zontali del piano cercato, o alle sue rette parallele al coordi- 
nato verticale, delle quali la direzione è nota. Cosi, profit- 
tando delle orizzontali, costruiremo quella del punto (Al, M ), 
della quale la projezione orizzontale sarà ili A parallela alla 
V B e la verticale M' A' parallela alla linea di terra /, i. 
Trovata la traccia verticale A di questa retta, sarà p A f 
parallela a P ' R la traccia verticale del piano damandato; ed 
rP parallela ad X P ne sarà la traccia orizzontale. 

53 Osskbvazione. Se il punto r non trovasi entro i limiti 
del foglio, costruiremo anco la parallela al coordinato verticale 
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c he passa pel punto (M, M ), e la sua traccia orizzontale B 
sarà un punto della traccia orizzontale del piano richiesto. 

I>a costruzione di questa seconda retta è utile anco per 
riconoscere se la soluzione ottenuta col metodo precedente 
è esatta. 

Problema Vili. Date le projezioni (C una retta e quelle cT un 
punto, costruire la traccia d'un piatto che passi pel punto 
dato e sia perpendicolare alfa retta data (Fig. 21) 

54. La soluzione di questo problema è interamente analoga 
a quella del precedente. Immagineremo condotta sul piano cercato 
quella delle sue orizzontali che passa pel punto dato, la quale 
avrà per prelezione orizzontale M N perpendicolare ad A B, 
e per projezione verticale M N parallela alla linea di terra 
(N.° 34). Troveremo la traccia N di questa retta ausiliaria, 
e la perpendicolare ad A B per essa condotta sarà la traccia 
verticale del piano in quistione, del quale la traccia orizzon- 
tale dovrà essere perpendicolare ad A B 

Una parallela al coordinato verticale condotta per (M, M ) 
e supposta tracciata sul piano da costruirsi verificherà 1' esat- 
tezza del disegno. 

Problema IX. Dati due piani non paralleli trovare le proje- 
zioni della linea seguendo la tpudc s' intersecano. (Tig. 22). 

55. Sieno P lì P t P l R t F t i due piani dati. 11 punto 
A comune alle loro traccie orizzontali appartiene evidentemente 
alla loro intersezione, e ne è la traccia orizzontale. Il punto 
B' comune alle traccie verticali dei piani medesimi appartiene 
pur' esso alla loro intersezione, e ne è la traccia verticale. Se 
dunque A e B sono le traccie della retta domandata, opereremo 
come al N* 42, od A B, A B' ne saranno le projezioui. 

50. Casi particolari. I. I due piani dati possono avere tutte 
le traccie concorrenti nello stesso punto della linea di terra, 
com' è dimostrato dai piani P 11 P . 1\ R P fFig. 23/ In 
questo caso il metodo generale testé indicato non è applicabile; 
ma la loro intersezione passando evidentemente pel punto Ji 
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comune alle traccio, basterà conoscere un punto per ciascuua delle 
sue projezioni. A tale oggetto conducasi un piano ausiliario se- 
cante i due piani dati, e che per semplicità sceglieremo parallelo 
al coordinato verticale, come P 2 P 2 ; le projezioni verticali delle 
rette seguendo le quali esso taglia i piani dati s 1 incontrano in 
S\ e le projezioni orizzontali si confondono con P 2 P 2 ; onde 
S è la proiezione orizzontale del punto comune a quelle due 
rette. Allora il punto (5, S) è comune ai piani dati, e la 
retta (R S, lì S) è la loro intersezione. 

Per piano ausiliario secante potevasi prendere anco un 
piano qualunque, o un piano parallelo ad uno di quelli dati. 
In quest' ultimo caso invece d' un punto della intersezione 
avuta ne avremmo ottenuta la direzione. Al lettore la cura di 
riprodurre la soluzione in questi due casi. 

II. 1 piani dati possono avere le loro traccie parallele alla 
linea di terra, come P R, P li per Y uno, e P x R v P x R \ 
per T altro (Fig. 24J. Se in tal caso i due piani si tagliano, la 
loro intersezione resulterà parallela aneli 1 essa alla linea di 
terra, e basterà perciò determinarne un punto solo. Cerchiamo 
le rette seguendo le quali un piano ausiliario qualunque 
P 3 R 3 P s interseca i piani dati; e se queste rette avranno 
un punto a comune, siccome la figura dimostra in fa, x'), 
questo punto sarà pure comune ai piani in quistioue, e la loro 
intersezione avrà per projezioni x y ed x y parallele ad 
L T. 

Allorché le traccie dei due piani sono disposte per rapporto 
alla linea di terra nel modo indicato dalla Fig. 24 non può 
temersi mai che i piani non s' incontrino. Ma se le traccie 
avessero la posizione che viene indicata dalla Fig. 25 si può 
ragionevolmente dubitare che i piani sieno paralleli. fN.° 37.) 
Però in questo caso le intersezioni (a 6, a b), (ed, ed ) del 
piano ausiliario P 9 R J P 2 coi piani dati resulterebbero paral- 
lele, ed a cagione dei triangoli a a' 6, c c' d equiangoli, come 
degli altri due a b b. c' d' d pure equiangoli, sarebbe 

a a : c c : : b b' : d d' 

Per la qualcosa, 6e conducendo SS perpendicolare comune 
alle traccie dei piani, troveremo che i segmenti di essa compresi 
fra la linea di terra e le traccie respettive sono dircUaraente 
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proporzionali, potremo inferirne che i piani dati sono paralleli. 

Si riconoscerà facilmente L' esistenza di questa proporzio- 
nulità. se riportando i segmenti s t, s r sulla linea di terra a 
partire da s. le rette r r x e £ t l resultano parallele. 

57. Osservazioni. I. Nel caso generale del N.° 55 abbiamo 
supposto che le traccie sì orizzontali che verticali dei due piani 
r incontrassero entro i limiti del foglio; se ciò non ha luogo, come 
s' immagina nella Fig. 26, nella quale P R P, P x -R 1 P r l sono 
i piani dati, impiegheremo due piani ausiliari P a R 2 , P 3 R' a 
paralleli al coordinato orizzontale: si troveranno le loro inter- 
sezioni con ciascuno dei piani dati, e si otterranno così due 
punti (d, d',) (a, a') appartenenti alla intersezione cercata, la 
quale sarà perciò (o d, a' d' .) 

La scelta di questi piani ausiliarii è affatto arbitraria; essi 
potevano prendersi paralleli al coordinato verticale, od anche 
comunque inclinati sopra ambedue i coordinati. Converrà però 
sempre prenderli paralleli fra loro e in modo che i punti cer- 
cati (a, a') (d, d) abbiano luogo entro i limiti del foglio. 

Ogni qualvolta poi manchi una sola delle intersezioni delle 
traccie dei piani, sarà necessario e sufficiente un solo piano 
ausiliario. 

II. Lo impiego dei piani ausiliarii riescirà utile anco nel 
caso in cui uno dei piani dati od ambedue sieno rappresentati 
da condizioni analoghe a quelle contemplate nel N.° 25, an- 
ziché dalle loro traccie. 

III. Nella soluzione del problema del N.° 55, come in quella 
dei suoi casi particolari, manca il modo diretto di verificazione 
deir esattezza del disegno, verificazione che in vista della sua 
importanza conviene sempre di procurarsi anco in modo indiretto. 
Così nel problema citato (Fig. 22) noi possiamo prendere un pun- 
to x della proiezione orizzontale A B della trovata interse- 
zione, e considerandola come proiezione orizzontale d'un punto 
di questa retta, immaginare condotto per esso un piano p r 
parallelo al coordinato verticale. Cercheremo le projezioui ver- 
ticali delle rette seguendo le quali questo piano ausiliario ta- 
glia i piani dati, ed esse dovranno concorrere in un punto x 
della projezione A B situato con x sopra una perpendicolare 
alla linea di terra. 
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Problema X. Date le projezioni d'iuta retta e le traccic (T un 
piano, costruire le projezioni del punto in cui la retta incon- 
tra il piano. (Fig. 27.) 

58. Il piano dato è PEP ed (AB, A B ) la retta data. 
Facendo passare un piano qualunque per la retta data, è 
chiaro che il punto cercato dovrà trovarsi siili* intersezione di 
questo piano col piano dato, e sarà quello in cui la interse- 
zione stessa è incontrata dalla retta data. Dovremo perciò : 
1.° trovare le traccie CcB della retta; 2.° condurre per esse 
due rette p C r, B r p che s' incontrino sulla linea di terra, 
e p r p sarà il piano ausiliario; 3.° costruire le projezioni 
a b. a' b' della linea d* intersezione di questo piauo con V altro 
P B JF; e i punti x, x, comuni a queste ultime e alle pro- 
jezioni respetti ve della retta data saranno le projezioni del punto 
cercato. Onde se il disegno è esatto dovrà la retta x x resul- 
tare perpendicolare alla linea di terra. 

59. Osservazioni. I. Se le projezioni a b, a b' Rescissero 
parallele a quelle della retta data, se ne dovrebbe inferire che 
questa è parallela al piano dato. 

II. La soluzione del problema è molto più semplice, quando 
per piano ausiliario si sceglie uno dei piani projettanti la retta 
data. Se infatti consideriamo il piano che la projetta sul coor- 
dinato orizzontale, e che ha per traccia orizzontale p A B r 
(Fig. 28) e per traccia verticale In r p perpendicolare alla 
linea di terra, le projezioni di sua intersezione col piano dato 
P E P saranno A a B ed a b ; quindi il punto x' comune 
ad a b e alla A' B sarà projezione verticale del punto cer- 
cato. Con una perpendicolore alla linea di terra condotta per 
x troveremo sopra A B la projezione orizzontale ./ del pun- 
to medesimo. 

Si può verificare l 1 esattezza del disegno, o ripetendo le 
costruzioni col piano A p\ B r x p l proiettante la retta data 
sul coordinato verticale, od anche immaginando condotta pel 
punto (x. x ) e sul piano dato P E P una delle rette paral- 
lele ai coordinati, per esempio una delle sue orizzontali. La 
sua projezione verticale passerà per x e sarà parallela alla li- 
nea di terra; e la sua projezione orizzontale dovrà passare 
per x e risultare parallela nlla traccia P E. 
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60. Casi particolari. Il piano può avere quattro posizioni 
particolari rispetto ai coordinati; essere cioè parallelo o per- 
pendicolare ad uno di essi, parallelo o perpendicolare alla li- 
nea di terra. In ciascuna di queste può considerarsi la ret ta co- 
munque inclinata sui coordinati. Anche la retta può avere le 
medesime quattro posizioni rispetto ai coordinati, mentre il 
piano è comunque inclinato. I>e soluzioni «li questi casi, come 
quelle di altri sedici casi particolari che resulterebbero combi- 
nando ciascuna posiziono del piano con ciascuna delle quattro 
posizioni della retta, non offrono difficoltà, tranne quello iu cui 
la retta fosse perpendicolare alla linea di terra. Di questo caso 
parleremo fra breve; di tutti gli altri lasciamo per esercizio la 
soluzione al lettore. 

61. Ksercizii. 1.° Trovare le traccie di due rette che passauo 
per un medesimo punto dello spazio e nono 1' «ma parallela ai coor- 
dinato orizzontale, l'altra parallela ul coordinato verticale. 

2. ° Rappresentare una retta che incontra il coordinato ver- 
ticale al disotto di quello orizzontale, e trovare il segmento di es«a 
compreso fra i due coordinati. 

3. ° Dato un punto in uno qualunque dei quattro diedri for- 
mati dai piani coordinati, e dato un' altro punto sopra uno di que- 
sti, costruire le proiezioni della retta che li congiunse. 

4. ° Dati due punti al disotto della line» di terra, rappresen- 
tare la retta che ha quei punti per treccie. 

5. " Trovare le traccie del piano determinato da due linee 
rette date nelle condizioni di posizione considerate in ciascuno dei 
quattro casi particolari del X." 46. 

6. " Trovare le traccie del piano determinato da un punto n 
da una retta di cui si conoscono le proiezioni. 

7. " Trovare le traccie del piano determinato da tre punti 
di cui sono date le projezioni. 

8. ° Risolvere il problema del N.° 48 nei seguenti casi cioè : 

a) quando la projezione data della retta è parallela ad 
una delle traccie del piano. 

b) quando la projezione data della retta è parallela alla 
linea di terra. 

c) quando il piano è dato non per le sue traccie, ma 
per mezzo di due rette parallele o che si tagliano. 

d) quando il piano è dato per mezzo d' una ietta c un punto. 

3 
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e) quando il piano è dato per mezzo d' una sua linea 
di massima pendenza. 

9. ° Risolvere il problema del X.° 50 nei cingoli casi in cui 
il piano sia rappresentato o per le projezioni di due rette parallele 
o concorrenti, o per le projezioni d' una retta e per quelle d' un 
punto, o per le projezioni d' una delle sue lineo di massima pen- 
denza. 

10. ° Risolvere il problema del N.° 52, quando il piano dato 
è parallelo ad uno dei coordinati, o è parallelo alla linea di terra. 

II. 0 Risolvere il problema del N.'° 54 nei casi in cui la ret- 
ta è parallela ad uno dei coordinati, o perpendicolare ad uno di 
essi, o parallela alla linea di terra. 

12.° Risolvere il problema del N.° 55, quando uno dei piani 
dati è parallelo o perpendicolare ad uno dei coordinati, quando 
1' uno dei piani dati è perpendicolare ad un coordinato e il secondo 
piano dato è perpendicolare all' altro coordinato : quando uno dei 
piani dati è parallelo alla linea di terra. 



CAPITOLO V. 
Dei muovinienti di rotazione. 



62. La sola rotazione del coordinato verticale attorno alla 
linea di terra, se dà facoltà di eseguire sopra un solo e me- 
desimo foglio le operazioni grafiche necessarie per la soluzione 
di un problema, non offre sempre mezzi sufficienti per conse- 
guire quella soluzione, siccome abbiamo avuto più volte occasio- 
ne di notare; e nel caso contrario non sempre questi mezzi sono 
i più semplici. L' uno e V altro scopo però è possibile di raggiungere 
estendendo un' analogo muovimento a tutti gli elementi della fi- 
gura, con la condizione ch'essi conservino le loro posizioni re- 
lative, e procurando che quelle in cui si trovano condotti per 
rapporto ai piani coordinati sieno le più convenevoli per render 
possibile o più semplice la soluzione del problema. 

Ma il vantaggio che ci ripromettono questi movimenti di 
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rotazione andrebbe perduto ove le costruzioni necessarie per la 
determinazione delle nuove posizioni prese dalle diverse parti 
della figura non fossero della massima facilità; e a tale ogget- 
to ciascheduno di essi si fa attorno ad una retta fissa cui si 
da il nome di asse, e che ingenerale si sceglie perpendicolare 
ad uno dei coordinati: che in allora ogni punto descrivendo 
un' arco di circolo in un piano perpendicolare all' asse, le pro- 
iezioni riescono di facilissima costruzione. 

Problema I. Far ruotare un pwito dato d'una quantità ango- 
lare data attorno ad un asse perpendicolare ad uno dei 
coordinati, e trovare le projezioni della sua nuova posi- 
zione. (Fig. 29.) 

63. Sia (P, P) il punto dato, ed {A, A B ) perpendico- 
lare al coordinato orizzontale sia 1' asse di rotazione : V angolo 
C esprima la quantità angolare data. 

Il centro delta circonferenza descritta dal punto durauto 
la sua rotazione avrà per projezione orizzontale A, e per con- 
seguenza A V sarà la projezione orizzontale del raggio. Ma 
questo raggio, che è una perpendicolare condotta dal punto 
(P, P") sull' asse è parallelo al coordinato orizzontale, quindi 
la sua lunghezza h A P (N.° 22.), e per la stessa ragione la 
projezione orizzontale della circonferenza sarà P p p A . Questa 
è in un piano parallelo al coordinato orizzontale, ed avente 
per traccia verticale una parallela ad L T\ in questa paralle- 
la si troveranno dunque le projezioni verticali di tutti i punti 
dalla circonferenza. Fatto centro in C, e col raggio OD — A P 
descritto V arco D E, riporteremo quest' arco sulla circon- 
ferenza A P da P in p, se la rotazione ha luogo da si- 
nistra a destra ; e le nuove projezioni del punto saranno p e 
p': se la rotazione avesse luogo da destra a sinistra, si ripor- 
terebbe V arco I) E da P in p l} e le nuove projezioni del 
punto dato sarebbero p l e p \. 

La medesima figura mostra le costruzioni per la ricerca 
delle nuove projezioni medm' d 1 un altro punto (M,M ) che 
si è supposto ruotare della stessa quantità angolare C, da de- 
stra a sinistra, attorno all' asso (A B, B ) perpendicolare al 
coordinato verticale. 
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Pk obi. km a 1J. Far molare una reità qualunque a" una quantità 
angolare data attorno cui un* asse perpendicolare ad uno 
dei coordinati; e trovare le projezioni della nuova sua po- 
sizione. (Fig. 30.) 

64. Sia (A B, A B ) la retta data, ed {B, R S ) un' asse 
perpendicolare al coordinato verticale. Ciascun punto della retta 
descriverà uu' arco in un piano perpendicolare ali 1 asse, di cui 
la projezione orizzontale sarà perciò parallela ed eguale all' ar- 
co medesimo, e quella verticale una retta parallela alla linea 
di terra condotta per la proiezione verticale del punto. 

Se la quantità angolare data è misurata dall' angolo C, 
e per ciascuno dei punti (a, a ") e (6, b') della retta si ripete la 
costruzione indicata nel problema precedente, troveremo facilmente 
che le nuove projezioni di essi sono a l ed a' x pel punto (a, a'), e 
ft x , b \ pel punto (b, b'). Talché la retta (A B, A' B ), com- 
pita la rotazione voluta, avrà presala posizione (a i b x , a' l 6' A ). 

65. Osservazioni. I. La traccia orizzontale A della retta 
avrà percorso pure sul coordinato orizzontale un' arco di cir- 
colo di centro B e di raggio A B ; onde nella nuova posizione 
sarà A t . Se il disegno è esatto, i due punti A l ed A! x do- 
vranno trovarsi sopra una perpendicolare ad L T. 

II. Se T asse di rotazione incontra la retta data in un punto 
(if, B '). e di questa può trovarsi la traccia (A, A ) nei limiti 
del foglio, basterà far ruotare questa traccia d 1 un angolo eguale 
a C; e condottala in A x . sarà (A x RB X , A' \ R" B' ,) la 
nuova posizione della retta. 

III. Costruzioni analoghe dovranno ripetersi per trovare le 
nuove projezioni d 1 una retta, quando 1' asse di rotazione fosse 
perpendicolare al coordinato verticale. 

Problema III. Far ruotare un piano dato per le sue traode 
£ una quantità angolare data attorno ad un' asse perpendi- 
colare ad uno dei coordinati, e trovarne U ti accie nella 
sim nuora posizione. (Fig. 31.) 

66. Sia P R V il piano dato, ed (R t R S ) V asse perpen- 
dicolare al coordinato orizzontale; C la quantità angolare data. 
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Conducendo sul piano due rette qualunque delle quali le 
projezioni si troveranno facilmente col procosso del N.° 48, ba- 
sterà far ruotare queste rette della quantità angolare data, e 
trovare le traccio delle nuove loro posizioni. Le rette cougiun- 
geuti le traccio dello stesso nome saranno (N.° 43) le nuove 
traccie del piano. 

Se invece di due rette qualunque contenute nel piano sce- 
gliamo la linea (a b. a b) di massima pendenza por rapporto 
al coordinato orizzontalo e di cui la projezione orizzontalo passa 
por lì, questa sola può essere sufficiente a risolvere il problema. 
Poiché essa incontra 1' asse nel punto [B, R ). ove è incon- 
trato anco dal piano, e la sua traccia orizzontale («. a ) dovrà 
descrìvere un* arco di contro R e di raggio R a. capace di 
misurare Y angolo C. Supponiamo che quest' arco sia a 
le nuove projczioni della linea di massima pendenza saranno 
n i Rb l , a \ R b x . La nuova traccia orizzontale del piano do- 
vrà ora passare ]M»r a l ed esser perpendicolare ad a ì 6 X ; la 
traccia verticale passerà per R ì e por la traccia verticale b \ 
della nuova posiziono della linea di massima ]>endenza ; ou<ìe 
sarà R x P\. 

67. Osservazioni. I. So il diseguo è esatto la traccia P, R t 
resulterà tangente in a t alla circonferenza a li. 

II. Quando la figura contenesse le projczioni d'una retta 
del piano, si potrebbo prendere questa retta e la traccia oriz- 
zontale del piano stesso per risolvere il problema. Rispetto alla 
retta dovrebbero eseguirsi le costruzioni sopra indicate per la 
linea di massima pendenza; e rispetto alla traccia del piano, 
osserveremo che essa dovrà mantenersi, durante il movimento, 
tangente sempre alla circonferenza descritta dal piede a della 
perpendicolare condottale da li. Talché trovata la nuova trac- 
cia orizzontale della prima retta, si condurrà per essa una 
tangente alla circonferenza R a. e questi tangente sarà la 
nuova traccia orizzontale del piano. 

III. Se il piano dato è insieme con 1' asse perpendicolare 
al coordinato orizzontale, basterà considerare la sola sua trac- 
cia orizzontale. Poiché resulterà perpendicolare allo stesso coor- 
dinato anco a muovimonto compiuto. 

Lasciamo al lettore la cura di costruire le figure nei due 
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casi precedenti, come quelle relative al caso in cui l' asse di 

rotazione fosse perpendicolare al coordinato verticale.. 

GB. I problemi generali teste risoluti provano ad evidenza 
come sia possibile far prendere agli elementi d' una figura una 
posizione qualunque rispetto ai piani coordinati. Però, o si 
tratti di una retta o si tratti di un piano, è spesso utile di ab- 
battere T uno o 1' altra, sopra uno dei piani coordinati, e in 
generale d'imprimer loro tal muovimento da farli resultare pa- 
ralleli o perpendicolari ad uno dei coordinati. Ond' è che la 
scelta dell' asse di rotazione è ' sempre subordinata alle esigenze 
della figura e della questione da risolversi; e se nel maggior 
numero dei casi esso potrà avere la posizione supposta noi pro- 
blemi generali testò risoluti, potrà anche avvenire eh' esso deb- 
ba essere semplicemente parallelo ad uno dei coordinati senza 
esser perpendicolare all'altro, ed anche contenuto in uno dei 
coordinati medesimi. I problemi che seguono serviranno ad il- 
lustrare tutti questi casi, ed offriranno ad un tempo al lettore 
i processi elementari di costruzione di cui può abbisognare in 
ogni occorrenza. 

Problema IV. Far ruotare una retta per modo elu- resulti pa- 
rallela ad uno dei piani coordinati. (Fig. 32) 

GÌ). Sia (A li, A li ) la retta data, e vogliasi condurre in una 
direzioue parallela al coordinato verticale, L* ave di rotazione 
dovrà essere perpendicolare al coordinato orizzontale, e potre- 
mo per semplicità prendere la linea proiettante d 1 uno de' punti 
(B, B) della retta. Allora questo punto rimarrà fisso durante 
la rotazione di essa, e questa compiuta, la nuova proiezione 
orizzontale sarà una retta A l lì parallela alla linea di terra. 
Onde se noi consideriamo un'altro punto (A, A ) della retta 
data, basterà descrivere col centro B e col raggio B A un'ar- 
co che farà conoscere la nuova projezionc A Y di quest' ultimo; 
e la projezione verticale si troverà in A' 1 sopra una parallela 
ad L T condotta per A'. Cosi la nuova posizione della retta 
sarà [A,B. A \ B ). 

Le costruzioni necessarie per condurre una retta in dire- 
zione parallela al coordinato orizzontale sono analoghe alle 
precedenti. 



Digitized by Google 



Dm movimenti di rotazione. 39 
Problema V. Abbattere aopra uno dei piani coordinati una ret- 
ta data prr h> sur projezioni. (Fig. 33.) 

70. Sin (A B, A B ) la retta data, e vogliasi abbattere 
sul coordinato orizzontale. Prenderemo per asse di rotazione la sua 
projezione su questo piano; ed allora un punto qualunque (A, A') 
di essa descriverà un' arco di circolo avente per centro il punto A e 
per raggio la lunghezza A' a della linea projettante corrispon- 
dente. Quest' arco essendo in un piano verticale e perpendico- 
lare all' asse A B si progetterà sopra una retta perpendicolare 
in A ad A B. ed allorché il punto (A, A ) sarà caduto sul 
coordinato orizzontale si troverà su questa perpendicolare alla 
distanza A A t — A ' a'. Considerando un' altro punto (B, B ), 
se ne troverà similmente l 1 abbattimento sulla perpendicolare 
in B ad A B, e alla disianza B B L = B' b ; e V abbatti- 
mento della retta sarà A x B l . 

Nella medesima figura si vede Y abbattimento E x I) x 
d' un' altra retta (D E l 1) E) sul coordinato verticale, otte- 
nuto con analoghe costruzioni. 

71. Osservazioni. I. Gli abbattimenti A x B v o 1) A E delle 
rette debbono passare per le corrispondenti traccie V e C. 
Talché può prendersi ciascuna di queste traccie per uno dei 
punti della retta ; e in caso diverso questi punti possono offrire 
una riprova dell' esattezza del disegno. 

II. Quando una retta è condotta mercè un movimento 
di rotazione in direzione parallela ad uno dei coordinati, la sua 
nuova projezione su (mollo fa conoscere la lunghezza della parte 
compresa fra due qualunque dei suoi punti. Così nella Kig. 3U 
la lunghezza del segmento (Ali, A B) è A' Ì B'. 

Allo stesso resultato si giunge coli' abbattimento sopra uno 
dei coordinati ; poiché il segmento della retta compreso fra i 
punti { A, A ). ( />, B ) della Fig. 33 è evidentemente A x B v 
ILI. Può giovare talvolta di abbattere una retta sopra 
un piano parallelo ad uno dei coordinati piuttosto che su que- 
sti. In tal caso 1' asse di rotazione deve essere una retta conte- 
nuta nel piano d' abbattimento e condotta pel punto iu cui 
questo piano incontra la retta data. 

Così se (.4 B, A' B ) è una retta (Kig. 34) che vuoisi ah- 
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battere sul piano orizzontale P R , e 1" asse di rotazione è 
{B (', li P), un punto qualunque (A. A) della retta descri- 
verà un arco il cui piano essendo verticale si precetterà sopra 
una perpendicolare A C a lì C, di cui il centro sarà (C, C) 
ed (A C, A' C) il raggio. Cadendo la retta sul piano P li' 
questo raggio cadrà sul prolungamento di A C; oude se tro- 
vasi la sua lunghezza C a e si riporta da O in C A L il cer- 
cato abbattimento sarà B A.. 

Di ogni puuto. M dell" abbattimento si possono ritrovare 
facilmente le projezioni, immaginando che la retta B A. torni 
alla sua primitiva posizione con muovimento di rotazione in- 
verso. Si comprenderà facilmente che basterà perciò condurre 
da M una perpendicolare sopra B C, e il suo incontro m cou 
B A sarà la projc/.ioue orizzontale corrispondente ad M; la 
projezione verticale sarà m\ 

Problema VI. Far ruotare un piano dato per modo che divenga 
perpendicolare ad uno dei piani coordinati. (Big. 31). 

72. Se /' R P è il piano dato, e se vuoisi condurre in 
una posizione nella quale resulti perpendicolare al coordinato 
verticale, sceglieremo V asse di rotazione perpendicolare al coor- 
dinato orizzontale, come (R. R' S ), e considerata la linea di 
massima pendenza (a b, a b ), faremo ruotare questa finche sia 
divenuta parallela al coordinato verticale ; allora la traccia o- 
rizzontale /' R del piano resulterà tangente alla circonferenza 
a R e perpendicolare alla linea di terra; e la nuova traccia 
verticale sarà parallela alla nuova projezione verticale della li- 
nea di massima pendenza |X.° 20). 

Problema MI. Far ruotare un jtiano dato per modo che di- 
venga parallelo ad uno dei coordinati. (Fig. 35.) 

73. Se uu piano P R P vuoisi condurre in una posizione 
parallela al coordinato orizzontale, bisognerà scegliere 1" asse di 
rotazione parallelo allo stesso coordinato. Prendiamo per que- 
sto asse una delle orizzontali (t s, t s ) del piano stesso; com- 
piuto il movimento, il piano sarà rappresentato dalla sola trac- 
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eia verticale, e questa dovrà essere F l R , coincidente con t' 

Un punto qualunque del piano, per esempio il punto (a, a ) 
della sua traccia orizzontale descriverà un' arco di circolo il cui 
piano è verticale e perpendicolare ad (s t, s t ), il cui centro 
sarà per conseguenza io, o), ed il raggio (a o, a o). Se cer- 
casi la vera lunghezza a o ì di questo raggio e si riporta sulla 
perpendicolare oa daoin o l a v la nuova projezione orizzontale 
del punto (a, a) sarà a 1 e quella della posizione presa dalla 
traccia li P sarà li L 1\ : le projezioni verticali cadranno 
tutte sopra li x P v 

La stessa Fig. 35 mostra le costruzioni analoghe per con- 
durre un piano p r p' in posizione parallela al coordinato ver- 
ticale, non che le projezioni verticali p l r x ed o t della sua traccia 
verticale e d' uno dei suoi punti al seguito del movimento. 

Problema Vili. Abbattere un piano sopra uno dei coordina- 
ti. (Fig. 36.) 

» 

74. Vogliasi abbattere il piano V li 1* sul coordinato oriz- 
zontale; l'asse di rotazione sarà la traccia orizzontale li P 
del piano stesso. Considerando allora un punto qualunque (a, a ) 
della traccia verticale li P, esso descriverà un arco di circolo 
di cui la projezione orizzontale cadrà sopra una }>erpeudicolare 
condotta per a ad li P; d'altra parte il punto a si abbatterà 
sid coordinato orizzontale ad una distanza da 7? eguale ad li a ; 
per conseguenza cercando il punto a A in cui Y arco descritto 
col centro 22 e col raggio R a incontra la perpendicolare an- 
zidetta, sarà R a l 1\ Y abbattimento della traccia verticale 
del piano. 

In im modo aualogo può trovarsi Y abbattimento r h x della 
traccia orizzontale (Y un altro piano p r p che si fosse fatto 
abbattere sul coordinato verticale. 

75. Osservazioni. I. Se a' fosse la traccia verticale d' unti 
retta contenuta nel piano P R P . e 6 ne fosse la traccia o- 
rizzontale, è evidente che l 1 abbattimento sul coordinato oriz- 
zontale della medesima retta sarebbe « x b. 

II. 1/ angolo PRP l fatto dalla traccia orizzontale d'un 
piano con Y abbattimento E P x della sua traccia verticale sul 
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coordinato orizzontale, è il vero angolo fatto dalle traccio «lei 
piano nello spazio. Lo stesso dicasi dell'angolo p r b' x fatto 
dalla traccia verticale d'un piano con 1' abbattimento r b \ 
della sua traccia orizzontale sul coordinato verticale. 

76. Applicazioni. I. Trovare le traede (f una linea retta per- 
pendicolare alla linea ili terra. 

Sieuo (A, A), (B, lì) due punti della retta in quistioue 
(Fig. 37). Prendendo per asse di rotazione la prelezione A B 
cerchiamo gli abbattimenti A x e li l di quei punti; la retta 
A, B, sarà 1' abbattimento della retta, e il punto v ad esso 
comune e alla proiezione A B ne sarà la traccia orizzontale. 
La traccia verticale sarà il punto / comune alla proiezione 
verticale A B e all' abbattimento a h' della retta fatta sul 
coordinato verticale. 

I*rolungando A x v fino ad incontrare la liuea di terra iu /. 
è chiaro che la traccia verticale t sarà pure data dall'arco di 
circolo descritto col centro o e col raggio o t. 

IL Verificare se. una retta perpendicolare alla linea di 
terra incontra un'altra retta qualunque, e in questo caso co- 
struire le traccic del piano da esse determinato. (Fig. 38). 

Supponiamo definita dai punti .(A, A') e {B, B ) la retta ' 
perpendicolare ad L T, e V altra retta sia (C D , C D ). 
Dai punti A e B si condurranno due rette parallele A C, B I) 
ad incontrare la CD, e considerate queste come projezioni oriz- 
zontali di due rette che si appoggiano sopra ( C D, C D ) ne co- 
struiremo le projezioni verticali A' C \ B I)'. Le due rette in 
quistionc s' incontreranno quando A' C resulti parallela a B D , 
e il punto d' incontro avrà per projezioni tn ed m. 

Per trovare le traccio del piano determinato in questo caso 
dalle due rette cercheremo la traccia orizzontale b della prima 
retta, mercè il suo abbattimento À x B x e la traccia orizzon- 
tale v della seconda retta : V v b R sarà allora la traccia o- 
rizzontale del piano cercato, e V t R la sua traccia verticale. 

Il prolungamento di P JR al disotto di L T, dovrà passare 
per la traccia verticale a della prima retta se il disegno è esatto. 

III. Sono dati un punto ed una rotta perpendicolare alla 
linea di terra ; costruire le traccic d' un piano che passa per 
qurl punto ed è perpendicolare alla retta data. (Fig. 39.) 
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Sieno (Jf, M) il punto dato, ed [A, A'), {B, B) due 
punti della retta data. Immaginiamo condotta per (31,31) e 
.sul piano cercato una retta perpendicolare alla linea di ter- 
ra; la sua direzione sarà perpendicolare a quella della retta 
data, e le sue traccie si troveranno sopra 31 31 o sopra i suoi 
prolungamenti. Si trovi V abbattimento A . B i della retta data, 
e quello m del punto dato sullo stesso piano coordinato e dalla 
medesima parte. \ai rettaci»» perj)endicolare ad A l B l sarà 
T abbattimento di quella condotta per il punto (31, 31 ) sul 
piano cercato. Questa retta ha per traccio v e t ; per conse- 
guenza le rette P fi R, V Ì R parallele alla linea di terra, 
saranno le traccio del piano domandato. 

IV. Trovare le proiezioni del punto d' incontro d un piano 
qualunque con una retta perpendicolare alla linea di terra. 
(Ffe 40). 

Sia P R P ' il piano dato, ed (A B, A B) la retta de- 
terminata di posizione dai punti (A, A ), (B, B ). E certo che 
la retta incontra il piano in un punto della linea seguendo la 
quale il piano stesso è intersecato da uno dei piani projet tanti 
della retta, per esempio da quello che la projetta sul coordi- 
nato orizzontile. Abbattiamo quest 1 ultimo sul coordinato verti- 
cale, prendendo per asse di rotazione la sua traccia verticale 
E E : la retta data cadrà sopra a //, il punto C traccia o- 
rizzontale della intersezione anzidetti si abbatterà in C sulla 
linea di terra, e la intersezione medesima cadrà su C D ; 
il punto (/, /) nel quale a II incontra C I) sarà l'abbatti- 
mento di quello cercato. Immaginando ora che il piano proiet- 
tante ritorni alla sua primitiva posizione, il punto (/, 1) de- 
scriverà un* arco avente per projezione orizzontale quello di 
raggio E I e di centro E , e per projezione verticale la retta 
1 t parallela alla linea di terra; onde i ed f sono le proje- 
zioni del punto richiesto. 

77. Gli esempi precedenti giustificano la necessità dei muo- 
vimenti di rotazione estesi a tutti i dati del Problema nei casi 
in cui sarebbe impossibile il risolverlo col metodo ordinario. 
Nei problemi dei due Capitoli seguenti vedremo come talvolta 
riescano utili anco nel caso contrario. 
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CAPITOLO VL 
Distanze. 

Problema I. Trovare la distanza di due punti dati per le loro 
projezioni. (Fig. 41.) 

78. Sieno (A, A), {li, B) i punti dati; la distanza corcata 
avrà per projezioni A B ed A' B , e si tratta di trovare la 
vera lunghezza della retta (A Ji, A B). 

Prima .soluzione. Prendiamo per asse di rotazione la linea 
progettante il punto (B, B ) sul coordinato orizzontale, e fac- 
ciamo ruotare la retta attorno ad essa tinche divenga parallela 
al coordinato verticale ; il punto ( A. A ) prenderà allora la po- 
sizione (A v A x ), (N.° (>9); la distanza cercata avrà per proje- 
zioni A x B ed A l B . e- la retta A x B ne sarà la vera lun- 
ghezza. 

Se invece prendessimo per nsse di rotazione la linea pro- 
iettante lo stesso punto (B, B ) sul coordinato verticale, e si facesse 
ruotare la retta tinche divenisse parallela al coorti i nato orizzon- 
tale, il punto ut, A ) prenderebbe la posizione (.4 2 ,vf s ), e la 
nuova projezione orizzontale A 9 B della retta sarebbe la distanza 
cercata. 

Quando il disegni) sia esatto deve trovarsi A X B - A n B. 

Lii Fig. U mostra la soluzione dello stesso problema nel 
coso in cui uno «lei punti (A. A) si trova nelP angolo diedro 
posteriore-inferiore, e 1' altro punto (B. B) è nell' angolo ante- 
riore-superiore. 

Sf.«'<.»ni»a soluzione. Prendendo per asse di rotazione una delle 
projezioni della distanza so ne può trovare 1" abbattimento so- 
pra uno dei piani coordinati, operando come al N.° 70. Questa 
soluzione non ò però preferibile alla prima salvo il caso in cui 
la differenza delle linee proiettanti i punti dati su ciascuno dei 
coordinati è piccola. 

79. 0.SREHV azione. Se prolunghiamo la retta A' X A (Fig. 41) 
parallela alla linea di terra fino ad incontrare la B b in v, si 
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vede che la distanza A\ B resulta ipotenusa d'un triangolo 
rettangolo di cui un cateto A \ e eguaglia la projezione oriz- 
zontale A B, e T altro cateto ff c eguaglia la differenza 
& b — A a delle linee projettanti i punti dati sul coordi- 
nato orizzontale. Parimente prolungando A 3 A fino ad incon- 
trare la Bb iu d. la distanza A 9 B è la ipotenusa d' un altro 
triangolo rettangolo di cui un cateto A 2 d = A' B 1 , e 1' altro 
cateto è B d B b — A a. 

Una costruzione analoga fatta sulla Fig. 42, nella quale i 
due punti dati non si trovano nel medesimo angolo diedro dei 
piani coordinati, dimostra che il cateto del triangolo formato 
con le linee projettanti dei punti medesimi resulta eguale alla 
loro somma allorché esse non rimangono dalla medesima parte 
delle linea di terra. Talché è dato inferirne che: 

La distanza di due punti h sempre la ipotenusa il un tri- 
angolo rettangolo costruito sopra una delle sue projezioni e 
sulla differenza o sulla somma delle linee projettanti corrispon- 
denti dei punti dati, secondo che le rette che rappresentano que- 
ste linee hanno la medesima posizione rispetto alla linea di terra, 
ovvero una posizione inversa. 

Problema II. Trovare la distanza di un punto da una linea 
retta. 

80. Caso I. Betta perpendicolare al coordinato orizzontale. 
Sia (A, A' F) la retta data (Fig. 43), ed (M, M) il punto. 
La projezione orizzontale della distanza sarà evidentemente M A, 
e la projezione verticale M A\ parallela alla linea di terra, 
poiché dovendo essere perpendicolare alla retta resulterà oriz- 
zontale. Perciò A M ne è la vera lunghezza. 

Caso II. Retta parallela al coordinato orizzontale (Fig. 44). 
Sia {A B, A B 1 ) la retta di cui si tratta ed (M, 3f)il punto. 
In questo caso la projezione orizzontale della distanza resulte- 
rà perpendicolare ad A B (N. 8 23), e sarà M m; onde la 
projezione verticale è M m'. Preso ora per cateto la retta m w, 
eguale alla differenza delle projettanti gli estremi della distanza 
sul coordinato verticale, e sulla perpendicolare n M riportata 
la m' M' dan in n m A la ipotenusa m m ì sarà la vera lunghezza 
della distanza. 
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Caso 111. /fetta comunque inclinata sui piani coordinali. 
Prima soluzione. Sieno (.4 B, AB) ed (M, M) la retta 
e il punto dato (Fig. 45.). Condurremo pel punto un piano per- 
pendicolare alla retta, e questo sarà p r p' (N.° 54): trovere- 
mo il punto d' incontro (x, x') del piano p r p' colla retta 
data (N.° 59. IL), e le proiezioni della domandata distanza saranno 
M x, M x'. Costruendo infine sulla dilferenza M n delle pro- 
jettanti i suoi estremi sul coordinato verticale, e sulla retta 
n x x — M x' il triangolo rettangolo, V ipotenusa M x l sarà 
la lunghezza della distanza richiesta. 

Seconda soluzione. Il punto (M, M) (Fig. 46.) e la retta 
data {A B. A' B ) sono contenuti insieme con la cercata di- 
stanza sopra uno stesso piano. Conduciamo per (M, M ) un 
piano orizzontale P M R\ e prendendo per asse di rotazione 
la retta (M B, M B ) che unisce il punto dato con quello in 
cui la retta è incontrata dal piano P R , cerchiamo su que- 
sto l'abbattimento B A v della retta, mercè le costruzioni in- 
dicate al N.* 71. Ili; noi avremo così fatto abbattere il piano de- 
terminato «dalla retta e dal punto sopra il piano orizzontale 
P R\ ed in conseguenza le vere posizioni relative del punto 
e della retta saranno M e B A v La perpendicolare M M x 
sarà dunque la distanza domandata ; e se conduciamo M l m 
perpendicolare a B M, e da m la m m perpendicolare ad L T 
lo projezioni della distanza medesima saranno M m ed M m'. 

Terza soluzione. Abbiamo veduto (Caso II) che se la retta 
è parallela ad uno dei coordinati, la projezione di essa e quella 
della distanza su quel piano sono perpendicolari fra loro, ed 
allora se ne può conoscere immediatamente la vera lunghezza 
ripetendo le costruzioni indicate al N.° 79. 

Un muovimento di rotazione simultaneo del punto e della 
retta può condurre questa nella posizione supposta dal Caso II. 
Prendasi per asse di rotazione la projettante (a, b' a') d' un 
puuto della retta data (A B, A B) (Tig. 47>, e si con- 
sideri di essa un altro punto (c. c) di cui la distanza c a 
dall' asse sia eguale alla distanza M a del punto dato (M, M). 
S' immagini poi che i due punti (c, e ) ed (M, M) ruotino con- 
temporaneamente e nel medesimo verso, finche il primo sia ve- 
nuto sopra A x a B x parallela alla linea di terra; le projezioni 
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orizzontali degli archi descritti cadranno sulla circonferenza di 
centro a e di raggio a c = a M. e saranno eguali ; onde pren- 
dendo arco M M ì = arco cc t , saranno ed Jf, le nuove pro- 
jezioni orizzontali dei punti che si considerano, e le projezioni 
verticali si troveranno in c'\edAT l sulle parallele ad L T con- 
dotte per ef ed 3/ . Così la retta avrà presa la posizione 
(A l a B lt A\ a B\) parallela al coordinato verticale ed 
il punto sarà venuto in (Jf 1 , 3f t ) conservando rispetto alla 
retti data la posizione primitiva. Conducendo dunque sopra 
A\ B \ la perpendicolare M l nt \ e projettando tn t in m l , 
le rette M t m l ed M t m x saranno le nuove projezioni della 
distanza; onde l'ipotenusa Hf 1 M\ del triangolo? rettangolo co- 
struito coi noti cateti ne sarà la vera lunghezza. 

Volendo conoscere le projezioni della distanza nella vera 
posizione del punto e della retta data, basta immaginare che 
V uno e 1' altro ritornino in quella con un muovimento di ro- 
tazione inverso. Allora il punto {M\, M' J tornerà in (Jf, M'\ 
e l'altro (m A , m / 1 ) descrivendo un'arco che ha per projezioue 
orizzontale quello di centro o e di raggio a m lt e per proje- 
zione verticale una parallela ad L T condotta per verrà 
in (ro, m) sulla retta data. Le projezioni in discorso saranno 
dunque (M m, M m ). 

81. Osservazione. Alla seconda soluzione si può rimproverare 
la ìnaneuuza dei mezzi di veritìcazione dell' esattezza del dise- 
gno. Non così alla terza, nella quale può aversi riprova di que- 
sta esattezza dalle projezioni m ed m! del piede della perpen- 
dicolare sulla retta data. Sì 1' una che V altra però non sono 
più semplici della prima, e solo la terza è preferibile nel caso 

in cui la retta data sia perpendicolare alla linea di ten-a. 

/ 

Problema III. Trovare la distanza di un punto da un piano 
dato. 

82. Prima soluzione (Fig. 48.) Sieno PHP ed {M, M 1 ) il 
piano e il punto dato. Conducasi pel punto una perpendicolare 
(M N t M N) al piano (N.* 34): si trovi il punto d'incontro 
(m, m) di essa col piano, ed Mtn, M m' saranno le projezioni della 
distanza cercata, di cui la lunghezza vera è la retta M' M \ 
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determinata col solito triangolo rettangolo M' n ' M x , avente 

per cateto n 3/', — Mm. 

Seconda soluzione (Fig. 49). Si può osservare che ciascuno 
dei piani projettanti la distanza cercata interseca il piano dato 
seguendo una retta su cui deve trovarsi il piede della distan- 
za medesima, e alla quale per conseguenza essa è perpendico- 
lare. Consideriamo dunque il piano che la projetta sul coor- 
dinato orizzontale: e presaper asse di rotazione la sua traccia 
verticale r p\ lo si faccia abbattere sul coordinato verticale. 
Il punto dato (M, M ) verrà ad abbattersi in M' lt e la inter- 
sezione del piano M r p' col piano dato P R P\ la quale 
ha per traode N ed 0 , si abbatterà in 0' N l . La distanza 
cercata sarà dunque M' , tn\ perpendicolare sopra 0' N x . Se 
ora immaginiamo che il piano progettante torni nella primiti- 
va sua posizione M r p, il punto M x riprenderà la posizione 
(Jf, Jf), il punto m j, verrà in (m, m ), e le projezioni della 
distanza saranno (M m, M' m). 

83. Osservazione. La semplicità delle costruzioni, cui da 
luogo la prima soluzione non è per nulla raggiunta dalla se- 
conda. Ma è importante il riflettere che mentre non v' ha dif- 
ficoltà per risolvere col primo metodo il problema se il piano 
dato è perpendicolare o parallelo ad uno dei coordinati, o per- 
pendicolare alla linea di terra, non è possibile risolverlo nel 
caso in cui sia parallelo a quest 1 ultima linea senza ricorrere 
al mezzo indicato nella seconda soluzione. Il lettore farà bene 
a considerare questi diversi casi, costruendo da per se la figura 
corrispondente. ■ 

Problema IV. Trovare la più corta distatua fra due rette non 
slittate nel medesimo piano. 

84. Prima soluzione. È noto chela retta cercata è una per- 
pendicolare comune alle due rette date : se queste fossero A B. 
C D (Fig. 50) , si potrebbe prendere un punto qualunque 
C l della A B e per esso condurre C l V x parallela a CD; 
allora il piano A C l D x resulterà parallelo a C D. Se cerca- 
si il piede G d' una perpendicolare a questo piano condotta 
per un punto qualunque F della C D. e tirasi da G sul piano 
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stesso una parallela a C D, essa incontrerà la A B in un 
punto //, e la H I parallela a G F incontrerà la C D in I 
resultando perpendicolare ad un tempo alle due rette A B e 
C D. Sarà perciò // / l i distanza domandata. 

Tutte queste operazioni, che in una sola figura riassumo- 
no le soluzioni del maggior numero di problemi proposti nel 
Cap. IV, si trovano eseguite nella Fig. 51 , in cui {A B, A' B'), 
(C D, C D ) sono le rette date. 

1. ° Il punto preso sulla prima è (C,, C \,) e per esso è 
tirata ia (C t D 4 , C v D' x ) parallela a (C D, C D'.). 

2. ° Determinate le traccie A e D t , B' e C delle rette 
(A B, A B ) e (C\ D L , C D'J, sono state costruite quelle 
del piano P li P contenente le rette medesime. 

3. * Tirata poi dal punto (F, F ) della {CD, C D ) 
una perpendicolare a questo piano, è stato trovato il punto 
{G, G ) del reciproco loro incontro. 

4. ° Da (G, G) è stata condotte la (G H, G' II') pa- 
rallela a (C D, C D), ed abbiamo potuto verificare che le 
projezioni G II, G ' H incontrano respetti vameute quelle della 
retta (A B, A B ) in due punti H ed H situati sopra una 
medesima retta perpendicolare alla linea di terra. 

5. ° Tirata in fine dal punto (//, II ) una parallela alla 
retta (F G, F' G ), abbiamo trovato che le sue projezioni 
H I ed II' T incontrano quelle aventi lo stesso nome della 
retta (C D, CD) nei punti I ed T situati sopra una stes- 
sa perpendicolare alla linea di terra; onde abbiamo concluso 
che la retta \HI, H' I ) è la distanza cercata, e quindi / H' , 
la sua vera lunghezza. 

85. Caso particolare. Se una delle rette date fosse perpen- 
dicolare ad uno dei coordinati, la cercata distanza sarebbe pa- 
rallela allo stesso piano; talché la prelezione corrispondente 
ne sarebbe eziandio la vera lunghezza. 

Supponiamo che delle due rette la {A, A' B ) sia per- 
pendicolare al coordinato orizzontale (Fig. 52), e l' altra retta 
sia (C D, C D ' ) ; la A I perpendicolare a C D sarà la pro- 
jezione orizzontale [della distanza cercata; e siccome T è la 
proiezione verticale di I, la T B' parallela ad L T ne sarà 
la proiezione verticale. La medesima retta A I è poi ad un 
tempo la lunghezza della distanza. 4 
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Essendo sempre possibile, mercè convenienti moti di ro- 
tazione condurre una retta data in posizione perpendicolare ad 
uno dei coordinati, vediamo come il caso generale possa ri- 
dursi al caso particolare testé contemplato. 

Seconda soluzione. Sieno (A B, A B ), (C D, C D ) le 
rette date (Fig. 53); prendasi per asse di rotazione la verti- 
cale (E, £)' E) che si appoggia sulla prima retta in (E, E ) 
e sulla seconda in (E, E ) . e facciasi ruotare il sistema delle 
due rette finche la (A B, A B ) resulti parallela al coordi- 
nato verticale. Allora la nuova proiezione orizzontale Ji essa 
sarà B \ A 1 parallela alla linea di terra, ed uno dei suoi 
punti (mi, m ) venendo a collocarsi (N.° G9) in (m r m x ), la 
nuova proiezione verticale della retta stessa sarà E m , . 

L' altra retta (C D, C D ) avrà ruotato d'una eguale 
quantità angolare attorno al medesimo asse ; onde un punto 
(«, n) di essa, distante dall'asse quanto (m,m) avrà al tempo 
stesso descritto un' arco di circolo orizzontale che si progetterà 
non solo sulla circonferenza di raggio E w, ma sarà anche 
eguale all' altro m « x m 1 descritto dal punto (m, tu'). Preu- 
dendo dunque V arco n m » x = arco m n l m 1 , e tirando 
«xfl'j perpendicolare alla linea di terra, saranno »',) la 
nuova posizione del punto (», »'), ed E », D x , E ' D\ 
le nuove projezioni della retta (C I), C D ). 

Mercè questo primo movimento le rette date han conser- 
vato la loro posizione relativa, ma la prima {A B, A B ) 
trovasi parallela al coordinato verticale. Prendasi ora per asse 
di rotazione la (2? „, Tij B 3 P x ) perpendicolare a questo coor- 
dinato, e facciasi attorno ad esso ruotare il sistema delle due 
rette finché la (A l B l . A X B ,) abbia prosa la posizione 
(Z?„. A „ B 2 ) perpendicolare al coordinato orizzontale. Un 
punto qualunque (.v, s ) di questa retta avrà ruotato d' una 
quantità angolare misurata dall'arco s s' t descritto con cen- 
tro B e ; ed un punto (M ) àe\Y altra retta {C l D lf C! x D' l ) J 
distante dall'asse quanto ($, 8 ), avrà descritto un' arco / / j di 
egual raggio e lunghezza per collocarsi in (f l , t\)\ onde 
questa seconda retta si troverà in (6' 2 D a t l , C\ B\ D' 8 ). I dati 
del problema sono attualmente nelle medesime condizioni di quelli 
della Fig. 52; per la qual cosi la B 2 d 2 perpendicolare a C 9 V ? 
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sarà la lunghezza della cercata distanza e ad un tempo la pro- 
iezione orizzontale, mentre la d a b\ 2 parallela alla linea di terra 
ne sarà la proiezione verticale. 

In un modo semplicissimo si possono trovare le projezioni 
di questa distanza nella vera sua posizione, facendo ruotare in 
senso inverso il sistema delle rette (fi 3 , A 2 fi' a ), (C 2 7) 2 , C »D' t ) 
attorno all'asse (B' nì R l B 2 P l ) finche tornino T una sopra 
(B l A t , fi \ A'à e l'altra sopra (Cj D lf C \ D' x )\ trove- 
remo così che gli estremi della distanza verranno ad occupare 
i punti fc'j), (d tì c?' A ). 

Faremo in seguito ruotare di nuovo il sistema delle rette 
(A, B lt A\ B'i), (C\ D L , C\ D\) attorno all'asse verti- 
cale (E, E E") finche la prima torni in {A fi, A' fi ) eia 
seconda in (C 7), (V I) ); e vedremo facilmente che uno degli 
estremi della distanza verrà in (b,b) e l 1 altra in (d, d ). 

Le projezioni primitive della distanza medesima sono dunque 
h </, b' d ' : e come quelle dei punti (b, b ), (rf, d ) si ottengono in- 
dipendentemente le uno dalle altre, potrà dirsi esatto il dise- 
gno della intera figura quando le retto bb\ dd resultino per- 
pendicolari alla linea di terra. 

b(ì. Ossbbvizionk. Le quistioni risolute debbono aver fatto 
accorto il lettore che ogni qualvolta si fa dipendere la , solu- 
zione di un problema esclusivamente dai movimenti di rotazio- 
ne, si ottiene il resultato indipendentemente dalle sue projezio- 
ni ; onde siamo costretti a ricercare queste projezioni per cono- 
scere non solo la posizione vera di quello, senza di che non 
può ritenersi completamente risoluto il problema, ma per aver 
modo eziandio di verificare Y esattezza delle grafiche operazio- 
ni. Questa necessità toglie per vero dire al metodo dei movi- 
menti di rotazione il maggior pregio che è quello di rendere 
più semplici le soluzioni, e talvolta evidenti; onde in molti 
casi è da posporsi all' altro che direttamente dipende dalle re- 
lazioni geometriche sussistenti fra i dati e il resultato. Tutta- 
via non ci sono mancati esempii, in cui la sua applicazione ha 
reso possibile o semplicissima la soluzione, che saria stato im- 
possibile, o almeno molto difficile, trovare con 1' altro metodo. 
È perciò che d' ora innanzi noi faremo uso di entrambi indi- 
stintamente, ed anco promiscuamente, guardando solo a rag- 
giungere la maggiore semplicità delle costruzioni. 



02 Libbo I. Capitolo VI. 

87. Esercikii. 1.° Trovare la distanza di due piani paralleli 1' li- 
no all' altro. 

2. ° Trovare la distanza di una retta e di un piano paralleli 
P una all' altro. 

3. ° Costruire !e traccie di un piano parallelo ad un piano 
dato, e distante da esso d* una quantità data. 

4. ° Trovare le projezioni d' una retta parallela ad un piano 
dato, e distante da questo d 1 una quantità data. 

5. ° Trovare la distanza di due rette parallele date per lo 
loro projezioni. 

6. ° Date le projezioni d' una retta, costruire la distanza delle 

sue traccie. 

7. ° Trovare la più corta distanza di due rette quando una 
di esse sta sopra un piano coordinato, o V una sta sopra uno. e 
1' altra sopra 1' altro coordinato. 

8. " Date le traccie d' un piano e la projezione orizzontale 
d' un punto, trovare la projezione verticale di questo per modo che 
sia ad una distanza data dal piano. 

9. ° Date le projezioni d' una retta e quella orizzontale 
d' un' altra retta parallela alla prima, costruirne la projezione ver- 
ticale por modo eh' essa trovisi ad una distanza data dalla prima 
retta. 

10. ° Date le projozioni d' una retta e quelle d' un ponto, tro- 
vare le projezioni d' una seconda retta di lunghezza data, e che abbia 
un' estremo nel punto e 1' altro estremo sulla prima retta. 

11. ° Date lo traccie d' un piano e le projezioni d' una retta, 
trovare le projezioni del punto di questa che trovasi ad una di- 
stanza data dal piano. 

12. ° Trovare la distanza d'un punto da una retta che sta so- 
pra un piano perpendicolare alla linea di terra. 

1 3. " Date le projezioni di due rette non situate nel medesimo 
piano, trovare quelle d' un punto d' una di queste rette distante 
dall' altra retta d' una quantità data. 
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Angoli di rette e piani. 

88. L' uso dei movimenti di rotazione c utilissimo uella ri- 
soluzione dei problemi di questa natura, poiché applicato per 
modo che i lati dell' angolo, o il suo piano, resultino paralleli 
ad uno dei coordinati, o sopra uno di essi si abbattano, la 
grande/za dell' angolo si fa evidente. 

Problema I. Trovare V angolo di due rette situate in UH modo 
qualunque nello spazio. (Fig. 54) 

89. Noi supporremo che le rette date s' incontrino; poiché 
nel caso contrario, basterebbe condurre per un punto qualun- 
que d' una di esse una parallela all' altra retta, ed operare come 
siamo per esporre nel caso supposto. 

• Sieno (A B, A' B ), (C D, C" D ) le rette date che si 
tagliano in (M,M')\ si tiri un piano orizzontale P H il quale 
incontrando le loro projezioiù verticali in b e e . taglierà le 
rette date nei punti (b,b), (c, c'); ed allora la retta (bcj/c) 
sarà base d'un triangolo (c M b, c M b ), l'angolo del quale 
ad essa opposto è quello richiesto. 

Preudiamo il lato (b c, b' c ) per asso di rotazione, e 
facciamo abbattere il triangolo sul piano P R : il vertice 
(ili, M ) descriverà un arco di circolo di cui la projezione 
orizzontale si troverà sopra una indetìuita M m perpendicolare 
alla retta bc, di cui il centro è il punto (in, ni ), ed il raggio 
(M ni, il/ «»'). Cerchisi la vera lunghezza M m l di questo rag- 
gio, e si riporti da in in m M ì sulla indefinita ni M; il punto 3/ A 
sarà l'abbattimento del vertice del triangolo, e l' angolo b M X C 
quello domandato. 

90. Osservazione. Il piano secante le due rette potevasi sce- 
gliere parallelo al coordinato verticale, e le costruzioni sarebbero 
state analoghe alle precedenti. 

Quando però sia possibile , trovare entro i limiti del foglio 
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le traccie orizzontali delle rette, o quelle verticali, conviene 

fare abbattere Y angolo siili' uno o siili* altro piano coordinato. 

91. Casi particolari. I. Se una delle rette date è parallela 
ad un piano coordinato, sceglieremo questa per asse ed impri- 
meremo all' altra un movimento di rotazione atto a render pa- 
rallelo a quel coordinato il piano dell' angolo. 

Sia per es: (AH, A lì ) (Fig. 55) parallela al coordinato 
orizzontale : faremo ruotare Y altra retta {C D, CD) attorno 
ad essa finché siasi abbattuta sul piano orizzontale A li' : du- 
rantc questo movimento un punto qualunque (d, d ) descrive- 
rà un* arco di circolo, di cui la projezionc orizzontale si tro- 
verà sulla indefinita d e perpendicolare ad A B, il centro avrà 
per projezione il punto (e, e ) e il raggio sarà (d e, d e ). Ripor- 
tata la lunghezza d * t di questo raggio da e in eD v Bara MD t 
Y abbattimento del lato (3/*/, M d '). e RMD t la vera gran- 
dezza dell' angolo. 

II. Se una delle rette, per esempio, (A, A B ) ('Fig. 56; 
fosse perpendicolare al coordinato orizzontale, faremo ruotare 
l'altra (CI), C" D ) attorno ad essa finché sia venuta sul 
piano V R parallelo al coordinato verticale. Troveremo così 
che l'abbattimento di questa retta l- C \ 7) \, ed in conse- 
guenza l'angolo domandato lì C l J)' i . 

Probllma lì. Determinare V indhazione. tV una retta' sopra un 
piano dato. (Fig. 57). 

92. Siejm (A li, A B ) la retta e V R V il piano dato: 
siccome 1* inclinazione di ima retta sopra un piano è misurata 
dall' angolo che essa fa con la sua projezione sul piano, basterà 
condurre per uno dei suoi punti (B, B' ) la retta (B C, B' C ') 
perpendicolare al piano, e Y angolo delle due rette {A B. A B ) 
sarà il complemento di (pie) lo domandato. Non avremo dun- 
que da fare altro che ripetere le costruzioni indicate per 
la soluzione del Problema 1, e troveremo che l'angolo dello 
due rette è A B v C. La B ì C\ perpendicolare e B l C farà 
conoscere Y inclinazione richiesta. 

Problema III. Determinare /' i 'nei 'inazione d'una retta eon eia- 
senno dei piani coordinati. (Fig. 58). 
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or>. Sia (J B, AB) la retta data; prendasi per arse la 
verticale progettante d' uno de' suoi punti, per esempio del pun- 
to (A, A ), e facciasi ruotare la retta tinche resulti parallela al 
coordinato verticale; allora se (B ., B a ) è la nuova posizione 
presa da un'altro dei suoi punti, V angolo A B x b che la 
nuova projezione verticale della retta fa con la linea di terra, 
o con una parallela ad essa, sarà quello che la retta data fa 
col coordinato orizzontale. 

Prendendo di poi per asse di rotazione la orizzontale proiet- 
tante dello stesso punto, o d' un altro qualunque (B, B ), o 
facendo ruotare la retta finché resulti parallela al coordinato 
orizzontale, troveremo l'angolo AA l B per misura della sua 
inclinazione sul coordinato verticale. 

94. Osservazione. Se la retta data facesse angoli eguali coi 
piani coordinati, le sue projezioui sarebbero egualmeute inclinate 
sulla linea di terra; e reciprocamente. Infatti, supposto l'an- 
golo AB ! b (Fig. ÓH) eguale all'angolo B A , B x , siccome 
A l B^rzA b \„ ne resulta il triangolo A B \ b eguale al 
triangolo A X B a, e quindi B a~-A' h. Allora anche i due 
triangoli A B a, A B b sono eguali, e per conseguenza eguali 
gli angoli BAa ed A B' b. 

Reciprocamente; se gli nugoli a A B. bB A sono eguali, 
anco gli angoli a A y B, bB l A saranno eguali. Poiché dal- 
l' eguaglianza dei triangoli A B a, A B b si trae a B ~ - b A 
AB — A B ; allora A' x b ----- B \B , e conseguentemente 
b B\ = al l . Così i due triangoli A x B a, A bB \ sono e- 
guali ed anjr. a A x B~ ang. A B \b. 

Si potrebbe pure facilmente dimostrare che se una retta è 
egualmente inclinata sui piani coordinati le sue traccie sono 
equidistanti dalla linea di terra. 

Problema IV. Trovare V angolo di due piani dati. (Fig. 59.) 

95. Sieno PHP', prp i due piani dati, cerchiamone la 
intersezione (a b, a' b '), e per uno qualunque de' suoi punti 
(c, c ' ) conducasi un piano D E perpendicolare ad essa. 

L' angolo delle rette seguendo le quali i piani dati sono in- 
tersecati dal piano D E, sarà quello domandato. Queste iuterse- 
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zioni hanno le loro traccie orizzontali in D ed E, e formano 
con 1) E un triangolo avente nel vertice (c, c ) 1' angolo in 
questiono. Immagineremo che questo triangolo ruoti attorno a 
J) E e si abbatta sul coordinato orizzontile: il vertice (e, e ) 
descriverà un' arco di circolo, di cui la projezione orizzonta- 
lo si trova su b a, il centro è (o, o ) e il raggio (c o, c' o'). 
Si determini la vera lunghezza ce, di questo raggio, la si ri- 
porti da o iuof. e si unisca V con D ed E. V angolo cercato 
sarà D C E. 

96. Osservazione. L' angolo di due piani è pure eguale a 
quello di due rette condotte per uno Btesso punto dello spazio 
perpendicolari air uno e all' altro piano. Queste rette potendo 
esser condotte qualunque sia la posizione dei piani dati, noi 
ricorreremo ad esso ogni qualvolta non sia possibile applicare 
la soluzione precedente. 

Problema V. Trovare gli angoli il un piano con ciascuno dei 
piani coordinati. (Fig. 00). 

97. Sia PRP il piano dato: conducasi per un punto qua- 
lunque p della sua traccia orizzontale un piano prp' verticale 
e perpendicolare a P R ; la sua intersezione con V R P' farà 
con r V angolo che il piano «lato fa col coordinato orizzon- 
tale: onde se prendendo per asse di rotazione la verticale rp 
si abbatte p sulla linea di terra in q, e tirasi qp\ V angolo 
di cui si tratta sarà p ' q r. 

Operando in modo analogo per conoscere V angolo del piauo 
dato col coordinato verticale, troveremo eh' esso è p. q x r. 

98. Osservazioni. I. I due piani prp . p x rp t perpendico- 
lari 1' uno a P R e 1' altro ad 7v P s 1 intersecano seguendo una 
retta che passa per r ed è perpendicolare a ciascuna delle in- 
tersezioni da essi prodotte nel piano P R P'. Per questa ra- 
gione, allorché il primo p rp' si abbatte sul coordinato verti- 
cale, la perpendicolare al piano PRP si abbatterà sulla r s' 
normale a qp , ed allorché l'altro piano p x r p' \ si abbatte 
sul coordinato orizzontale la medesima retta cadrà sopra r s 
normale a q l p l . Onde 66 il disegno è esatto dovrà essere 
rs — rs\ e V arco di circolo descritto col centro r e col raggio 
rs resulterà tangente ai duo abbattimenti p L q l e p ' q. 
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li. Se il piano dato facesse angoli eguali coi piani coor- 
dinati, le sue traccie resulterebbero egualmente inclinate sulla 
linea di terra. Poiché, sapendosi che V angolo di due piani è 
complemento di quello fatto con uno di essi da una perpendi- 
colare condotta all' altro, quando il piano dato faccia angoli 
eguali coi coordinati, resulteranno eguali eziandio quelli che la 
perpendicolare (r p, r p' \) fa coi coordinati medesimi. Quindi 
dovrà essere ang. E rp\ — ang. lì rp (X.° 94); ed allora dal- 
l'eguaglianza dei triangoli R p r, R p r si dedurrà quella 
delle rette »;>, rp \, e degli angoli PRT, FRI. 

99. Risoluzione dell' angolo triedro. Noti tre dei sei ele- 
menti di cui componesi un' angolo triedro è sempre possibile 
trovare gli altri tre per me/zo di semplici costruzioni. 

Questo problema generale dovrebbe dar luogo a venti pro- 
blemi particolari, tale essendo il numero delle combinazioni di 
sei elementi presi tre a tre. Ma essi riduconsi a sei che sono 
i seguenti. 

1. ° Date le tre faccio, o i tre angoli piani o, b, c, tro- 
vare gli angoli diedri A, B, C. 

2. " Date due faccie a e 6, e 1 ? angolo diedro compreso C, 
trovare i due angoli diedri A e B, e la terza faccia c. 

3. ° Data la faccia o, 1' angolo diedro adiacente C e 
quello opposto A, trovare il terzo angolo diedro B e le altre 
due faccie b e e. 

4. " Dati i tre angoli diedri A, B e C, trovare le faccie 
a, ber. 

5. ° Dati gli angoli diedri A e B, e la faccia adiacente 
c, trovare le faccie a, b e il terzo angolo diedro C. 

6. ° Dati T angolo diedro A , la faccia opposta a e quel- 
la adiacente c, trovare gli angoli diedri B e C e la terza 
faccia b. 

Però la soluzione degli ultimi tre problemi può farsi di- 
pendere da quella dei primi tre, tenendo conto delle note rela- 
zioni fra gli elementi di due angoli triedri supplementarii. 

Problema I. Date le tre faccie a. b, c tV un triedro trovante 
gli angoli diedri A, B, C. (Fig. 61.) 

100. Immaginiamo collocato il triedro di vertice S con la 
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sua faccia b sul coordinato orizzontale, e supponiamo le due 
faccie contigue a e c abbattute sullo stesso coordinato. La ter- 
za costola del triedro, quella opposta alla faccia b, si troverà 
abbattuta in Sf l alla sinistra di »S' d, ed in 8f t alla destra 
di Se; talché prendendo Stt 1 =»Sw i i punti w> A ed m a sa- 
ranno gli abbattimenti d' uno stesso punto M della costola 
medesima, 

Ruotiuo ora attorno ad Sd la faccia a e contempora- 
neamente attoruoad S e la faccia e per ricomporre il triedro*; 
i punti m l ed tw a descriveranno due archi di circolo in piani 
respettivamente perpendicolari alle costole Sd ed Se, di cui 
le projezioni orizzontali si troveranno perciò sulle rette »», /* ed 
»i 2 A: perpendicolari alle costole stesse, ed il punto m comune 
ai prolungamenti di tu^h ed w 2 /.• sarà la proiezione orizzon- 
tale di quello in cui vengono a riunirsi i due ni, ed w» 2 a mo- 
vimento compiuto, e che abbiamo precedentemente indicato 
con M. La projezione orizzontale della terza costola sarà per- 
ciò S m f. 

Ciò posto, si osservi che il piano verticale m l h m taglia 
le due faccie a e b segueudo-le due rette m t h ed h m le quali essen- 
do perpendicolari in /* alla costola Sd, fanno l'angolo rettili- 
neo corrispondente al diedro S d, o C, e insieme alla proiet- 
tante il punto M in »» formano un triangolo rettangolo in»». Fac- 
ciasi ruotare questo triangolo attorno ad hm, e si abbatta sul 
coordinato orizzontale: la progettante il punto 3/ cadrà sopra 
m M. perpendicolare ad km, e la sua lunghezza m M t verrà de- 
terminata dall' incontro dell' arco di raggio h »n A descritto col 
centro h. L' abbattimento del triangolo sarà così /* m M x e 1' an- 
golo diedro V avrà per misura il rettilineo mhM L , 

Un' analogo ragionamento proverebl>e che 1' angolo diedro 
S e, o A , è misurato dal rettilineo m Jc M s determinato dal 
triangolo frm3/ 2 rettangolo in m, e costruito sul cateto m h 
con la ipotenusa k M„ — - k m 9 . 

Ter trovare il rettilineo del terzo angolo diedro Ji, di cui 
la costola ha per projezione S f, immagineremo condotto pel 
suo punto M un piano perpendicolare ad essa : questo taglierà 
le faccie a e c del diedro seguendo due rette perpendicolari al- 
la costola, le quali sull' abbattimento delle faccie si troveranno 
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disposte sopra m x g ed m 0 i respettivameute perpendicolari al- 
la S f x ed S f 2 ; onde la g i sarà la traccia orizzontale del 
piano secante, e ad un tempo il lato d' un triangolo, di cui 
gli altri lati sono gm l ed t «< 3 , e che si trova opposto al ret- 
tilineo cercato, (.•ostruendo dunque sopra g i questo triangolo, 
il rettilineo / / g misurerà il diedro B. 

101. Osservazioni. I. L* esattezza delle costruzioni è verificata 
dalle seguenti condizioni: 

1. ° La circonferenza descritta sopra S m come diametro 
deve passare pei punti h e k, poiché il quadrilatero Shmk è 
iscrittibile. 

2. ° Le rette m M l ed m M 3 debbono essere eguali. 

3. " La retta g i deve resultare perpendicolare ad S f, 
ed il punto l trovarsi su quest' ultima linea. 

II. Con tre angoli piani qualunque a. 6, e non é sem- 
pre possibile costruire un' angolo triedro. È noto infatti essere 
per ciò necessario che il maggior angolo sia minore della som- 
ma degli altri due. La soluzione precedente però mostra la im- 
possibilità del problema, quando la condizione indicata non è 
sodisfatta. Poiché, supposto che b sia il maggiore angolo, se 
fosse h = a -+- c , V arco p q descritto col raggio 8m l — Sm 9 
e col centro S resulterebbe eguale alla somma degli archi 
»! p ed m 9 q\ il punto m cadrebbe sopra p q, avrebbesi 
m l h~hm, m tJ k~km, e gli angoli diedri A e C resulte- 
rebbero nulli. 

Se fosse b > a ■+■ e , sarebbe pure 11 arco p q maggiore 
della somma degli archi m l p, ed m 2 q \ il punto m cadrebbe 
id di fuori della circonferenza S m i , e lo projezioni h fft, k m 
delle ipotenuse h m l ,km 2 resulterebbero maggiori delle ipote- 
nuse stesse, lo che è impossibile. (N. é 22). 

Problema IL Date due facete aeb, e il diedro compreso C di 
un angolo triedro, trovare la faccia c e gli altri due angoli 
diedri A e B. (Fig. 62). 

102. Prendasi la faccia maggiore b per coordinato orizzon- 
tale, e alla sinistra della costola jS d costruiscasi un' angolo 
adiacente eguale alla faccia minore a. Da un punto qualunque 
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m l di Sf x tirisi la indefinita m l h perpendicolare ad Sd, ed 
in h facciasi il rettilineo m h M i eguale al diedro dato C. Il 
ragionamento fatto al N.° 100 prova che prendendo /* M l = /* m l 
e da M l tirando M x m perpendicolare sopra km, il suo piede 
m è la projezione orizzontale della posizione occupata dal pun- 
to m x allorché la faccia a, dopo aver ruotato attorno ad Sd, 
venisse a fare con la faccia b V angolo diedro C; onde Smf 
sarà la projezione della terza costola del triedro, edfSe quella 
della terza faccia C. Conduciamo la indefinita ni k perpendico- 
lare sopra Se, e determiniamo il punto w» 2 intersecandola col- 
T arco di circolo descritto col raggio Sm l e col centro S; sarà 
eSm 3 la grandezza vera della faccia C, e gli altri due angoli 
diedri A e £ potranno conoscersi ripetendo le costruzioni in- 
dicate pel Problema I. 

Problema III. Data la faccia a c gli angoli diedri C ed A à" un 
triedro, costruire le altre due faccie h ec,e il terzo angolo 
diedro B. (Kg. 63). 

• 

103. Pren-lasi per coordinato orizzontale il piano della fac- 
cia incognita b, e facciasi I 1 angolo f\Sd~a. Da un punto 
qualunque M», del lato S f\ tirisi la indefinita m l h perpendicolare 
suir altro lato Sd, ed in h facciasi il rettilineo mhM l — C. 
Presa di poi la parte h M l ~hm l e tirata M l m perpendico- 
lare sopra hm, il suo piede m servirà a determinare la Smf 
projezione della costola S m l f t , allorché la faccia « trovasi 
nella sua vera posizione. 

Descrivasi ora sopra S m come diametro una circonferenza, 
c rammentando Y osservazione I del N.° 101, si comprenderà 
facilmente che su quella circonferenza dovrà trovarsi il punto 
/• della terza costola Skc del triedro, e che la cougiungente 
A: con m è il cateto d 1 un triangolo rettangolo, in cui V altro 
cateto ha la lunghezza m J/ 1 e V angolo opposto a questo 
è eguale ad A. Se dunque tirasi per M x una retta faciente 
con M x muri angolo eguale a 90° — A, questa retta farà cono- 
scere la lunghezza m k x della congiungente; ed allora V arco 
descritto col raggio m fc, e col centro m determinerà il punto k. 
e con esso la faccia dSe~b. 



Digitized by Google 



Angoli di rette e punì. 61 
La faccia c e Y angolo diedro B si otterranno immediata- 
mente ripetendo le costruzioni indicate nel problema precedente. 

104. Osservazione. L' arco di raggio m k\ incontra di nuovo 
la circonferenza S m nel punto & s ; onde si ottiene una seconda 
faccia d S e l , = 6 X la quale combinata con la prima a può 
servire a trovare gli elementi d' un' altro angolo triedro che 
egualmente sodisfa alla questione. 

Problema IV. Dati i tre angoli diedri A, B. C rf un triedro, tro- 
vare le tre faccie a, b, c. 

• 

105. La soluzione di questo problema, come degli ultimi 
due già enunciati al N.° 99 può farsi dipendere direttamente 
da quello dei primi tre già risoluti. È noto infatti che se da 
un punto preso entro un angolo triedro conducesi una perpen- 
dicolare su ciascuna delle tre faccie, le tre perpendicolari 
resultano costole d'un secondo augolo triedro supplementario 
del primo. Talmente che denotando un a\b\c' le faccie del 
triedro supplementario, con A', B', C i suoi angoli diedri, e 
con R T angolo diedro retto, si hanno le relazioni 

a = 2R — A\ b = 2R — B', c = 2R — C ... (1) 
A = 2R — a', B = 2R — b' , C = 2i*— c' ...(2) 

Nel problema proposto, essendo cogniti gli angoli A, B e C, 
potremo conoscere immediatamente le faccie a', b' e c' del 
triedro supplementario, mercè le relazioni (2): con queste, ri- 
petendo le costruzioni del N.° 100, troveremo i diedri A', B\ C", 
ed allora le relazioni (1) faranno conoscere le faccie domanda- 
te a, b e c 

Problema V. Dati i diedri A e B e la faccia adiacente c a" un 
triedro, trovare le altre due faccie aebeti terzo angolo 
diedro C. 

106. Dalla prima e dalla seconda dello relazioni (2) e dal- 
la terza delle 41) rilevasi: 



«' = 2Jè-A 1 b' = 2R — £ ì C =2R — c 
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Costruito le faccio a',h' e V angolo diedro compreso C «tei 
triedro supplementario. le operazioni fatte per risolvere, il pro- 
blema del N." 102 faranno conoscere la terza faccia c , e i due 
driedri A, li del medesimo triedro. Allora gli elementi inco- 
gniti richiesti saranno determinati dalle eguaglianze 

a^.lU — A ; b-- 2 li — B \ C~2R — c 

Problema VI. Dati V angolo diedro A d* un triedro, la faccia 
opposta a e quella adiacente c, trovare gli altri due ango- 
li diedri li e C, e la terza faccia />. 

107. La prima delle relazioni (2), e la prima e la terza 
delle (1) fanno conoscere immediatamente la faccia ri', e i due 
angoli diedri A' e C del triedro supplementario. Con questi 
elementi, ripetendo le costruzioni del X.° 103 determineremo le 
faccio h' e c' non che il diedro B del triedro medesimo. Ed 
allora gli elementi incogniti richiesti diverranno noti per le 
eguaglianze 

Br~2R — l>; C—2R — c'\ b — 2R — B'. 

108. Ksercizii. 1.° Costruire l'angolo di due rette; 

a) quando una dello rette è parallela alla linea di terra: 
6) quando una delle rette è perpendicolare alla linea di 

terra : 

r) quando ambedue le rette .sono perpendicolari alla linea 

di terra. 

2. " Trovar l'angolo di due piani: 

a) quando uno dei piani è perpendicolare alla linea di 

terra : 

b) quando uno dei piani è parallelo alla linea di terra. 

3. ° Trovare gli angoli d' un piano coi piani coordinati, al- 
lorché esso è parallelo alla linea di terra. 

4. " Costruire le projezioni d' una retta condotta pel punto 
d' incontro di due date rette per modo da fare con queste linee 
angoli dati. • 

ó.° Costruire le projezioni d'una retta che incontra due rette 
date formando con ciascuna di esse un' angolo dato. 
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G.° Costruire le traode verticali di due piani non paralleli 
conoscendo le loro traeeie orizzontali e gli angoli latti con queste 
dalla loro intersezione. 

7. " Dati un piano ed uno de' suoi punti, costruire le prele- 
zioni d' una retta condotta per quel punto nel piano in modo da 
fare con una delle sue traeeie un'angolo dato. 

8. ° Costruire le traeeie d' un piano condotto per una retta 
data in modo da. l'aro con un altro piano dito un'angolo retto, o 
di qualsivoglia grandezza. 

9. ° Costruire le projezioni d' una retta che forma con un 
piano dato un' angolo dato, e si projetta su questo seguendo una retta 
di cui la projezione orizzontalo è data. 

10.° Dati gli angoli a e b che due rette condotto da un dato 
ponto dello spazio fanno con la verticale di questo punto e co- 
nosciuto T angolo c fatto dallo rette stesse, trovare la projezionc^'o- 
rizzontale dell' angolo c. 

CAPITOLO VIU. 
Cangiamento dei piani coordinali. 

100. Lo scopo che si ha in mira applicando i movimenti di 
rotazione alla risoluzione dei problemi, si può raggiungere e- 
gualmente cangiando i piani di projezione, cioè a dire sosti- 
tuendo al prescelto sistema di coordinati un" altro sistema di 
piani rispetto ai quali la posizione dei dati della quistione re- 
sulti tale da fare immediatamente conoscere i resultati, o per 
lo meno da condurre ad essi per una via più facile e pronta. 

Daremo il nome di piani coordinati ausiliarii ai nuovi piani 
di projezione, e di projezioni e traccic ausiliarie alle nuove 
projezioni e traccio dei punti delle lince e dei piani. 

110. In ogni sistema di piani coordinati, questi suppongonsi 
sempre perpendicolari 1' uuo all' altro, ed il passaggio dal 
primitivo al nuovo sistema dee Carri per cangiamenti par- 
ziali e successivi. Cosi se un' oggetto rappresentato con le co- 
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mimi proiezioni vuoisi riferire ad un sistema diverso di piani 
coordinati, si comincia ordinariamente col cangiare il primitivo 
coordinato verticale in un' altro piano verticale, di cui la po- 
sizione rispetto all' oggetto meglio si presti alla ricerca pro- 
posta ; di poi si cangia il primitivo coordinato orizzontale in 
un' altro piano perpendicolare al coordinato ausiliario prescelto. 

In generale sono sufficienti questi due cangiamenti succes- 
sivi ; ma si comprende che le stesse operazioni potranno ri- 
petersi collo stesso ordine finché l'oggetto non trovisi rappre- 
sentato nel modo voluto. 

Invece poi di cominciare il cangiamento dal coordinato 
verticale primitivo, nulla osta che si cominci da quello orizzon- 
tale, purché si proceda sempre per cangiamenti successivi, come 
abbiamo indicato. 

Per brevità designeremo con [0, V] il sistema dei piani 
coordinati a cui è riferito Y oggetto dato, e successivamente 
indicheremo con [0, FJ quello che resulta dal solo cangia- 
mento del coordinato verticale V neir altro V L ; con [O t , FJ 
quello dei due piani O t e V l sostituiti ai piani 0 e F, ec. 
111. Cangiamento dei coordinati rispetto a un ponto. 

1°. Sia il punto (ilf, M ) (Fig. 64") riferito al sistema di coor- 
dinati [0, V], pei quali la linea di terra è L T, e vogliasi cangiare 
il coordinato verticale V in un' altro pur verticale V l rappre- 
sentato dalla sua traccia L 1 T, . Avremo allora il sistema [0, FJ, 
rispetto al quale la projezione del punto sul piano 0 sarà sem- 
pre M, e la projezione ausiliaria su F, sarà determinata da 
una perpendicolare a F, la quale essendo orizzontale avrà il 
suo piede distante da L x T, quanto M è distante da L T. 
Ora facendo abbattere il coordinato ausiliario F, sopra 0, il 
piede della detti perpendicolare descriverà un' arco di circolo, 
di cui la projezione orizzontale si troverà sopra M 3f T perpen- 
dicolare ad L x 1\ , e il centro sopra questa retta in m T : il 
raggio essendo m M', Y abbattimento del piede avverrà sopra 
MM r , e sarà determinato da tn, M'. Così il punto riferito 
al sistema [0, F, ] è rappresentato dalle projezioni M ed ilf r • 
e fra queste sussiste la medesima dipendenza che fra le proje- 
zioni primitive M ed M . 

2.' Vogliasi ora cangiare anco il coordinato 0, in un al- 
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tro ])ianu perpendicolare a K, . Per operare questo cangiamento 
supponesti che il sistema [0, V x \ compia un quarto di rotazione 
attorno alla linea L x Ti : in questo caso il coordinato ausilia- 
rio V x prenderà la posizione di quello orizzontale 0. e questo 
si disporrà verticalmente sopra V v Una retta qualunque L : 5P a 
tracciata allora sopra V l potrà rappresentare un piano O l per- 
peudicolare a V v che potrà essere sostituito al piano (). nel 
modo stesso con cui abbiamo sostituito V, a V. Cosi il can- 
giamento della projezioue M uell 1 altra M a potrà effettuarsi, 
ri|>ortando sopra una perpendicolare ad L 2 T t condotta da M. 
la lunghezza ta a J/ 3 — Mm i : e il punto dato riferito al si- 
stema \0 7^] avrà per projezioui jl/ 2 ed M v 

Operando in guisa analoga è possibile passare da quest'ul- 
timo sistema ad un'altro; cangiando successivamente ciascuno 
dei piani V l ed O v 

Reciprocamente, conoscendo le projezioui ausiliarie M L oà J/ 2 
d* un punto riferito al sistema [O v FJ, pel quale la linea di 
terra è L„ T s , si possono facilmente ritrovare le projezioui M 
ed M dello stesso punto riferito al sistema primitivo [0. V\ 
pel quale la linea di terra è L 'J\ ripetendo in ordine inverso 
le operazioni sopra indicate. 

112. Osservazione. Da ciò che precede deducesi : 1.* elle per 
ogni cangiamento di piano coordinato bisogna cangiare la pro- 
iezione del punto relativa a quel piano; 2." che la projezioue 
ausiliaria si trova sopra una perpendicolare condotta alla nuo- 
va linea di terra dalla projezioue che rimane, e ad una di- 
stenda da quella linea eguale alla projeltaute del punto t-ul 
piano non cangiato. Però importa di stabilire una volta per 
sempre il modo di riconoscere da qual parte s' intendono ab- 
battuti in ogni figura i piani ausiliarii di projezioue, seuza di 
che mal saprebbe.-i \ riconoscere la posizione dell' oggetto ri- 
spetto ad un sistema, e riferirlo ad un sistema diverso. 

Ritenuto che ogni linea di terra, che determina un siste- 
ma di piani coordinati, sia indicata con le lettere L e T- con- 
verremo che la lettera L trovisi sempre alla sinistra del dise- 
gnatore, il quale suppouesi costantemente in faccia a quello 
dei coordinati che ha posizione verticale rispetto all' altro 
considerato come orizzontale; e che l'abbattimento di quello 



«i'i Libro l CAPITOLO Vili, 

su questo facciasi sempre iu modo che la sua parte superiore 
cada al disopra della linea di terra, siccome uel primitivo si- 
stema [0, V]. 

Questa convenzione applicata alla Fig. 04. rende ragione 
evidente della posizione occupata dalle projezioni ausiliarie dei 
juinti {X, X ) e (X>, Q') riferiti al sistema \O v FJ che ha per 
linea di terra L % T t . E per essa è dato concludere che le di- 
stanze delle projezioni d' un punto da una linea di terra deb- 
bono riportarsi sui piani coordinati ausiliarii da quella parte 
della nuova linea di terra che occupavano sui coordinati pre- 
cedenti. 

113. Cangiamento dei piani coordinati rispetto ad una retta. 
11 cangiamento dei piani coordinati rispetto ad una li- 
nea retta (A B, A' B ), (Fig. (>5), non offre veruna difficoltà. 
In generale si considerano due punti qualunque (A, A'), (B, B ) 
se la retta è indefiniti, i suoi termini se è finita; ed operato 
il cangiamento rispetto ad essi, seguendo le norme teste steri- 
lite, le projezioni ausiliarie della retta saranno conosciute. Così 
troveremo facilmente che le projezioni della retti considerata 
rispetto al sistema [0, Fj determinato dalla linea di terra 
L l T 1 sono AB e A x B x \ e quelle della retta stessa riferite 
al secondo sistema [O a , Fj determinato dalla linea di terra 
L 2 J 2 sono A l B l e A 2 B 2 . 

114. Osservazioni. I. Le operazioni resultano della massima 
semplicità quando è possibile trovare sui coordinati primitivi 
0, V le traceie t e v' della retta data. Infatti la projezione 
ausiliaria di t sul piano V l si troverà in / x sopra L x T x , e 
quella di v' si troverà in v \ sulla perpendicolare ad L i T L 
condotta per v, e alla distanza v l v' l = vv'i onde la pro- 
jezione ausiliaria sarà t l v\. Per avere la seconda projezione 
ausiliaria sul coordinato O x , basta osservare che quella del pun- 
to (<, O dee trovarsi sopra la t l s l perpendicolare ad L 2 T„, e 
ad una distanza s 1 1<, — tt ì , e che la projezione del punto (r, v ) 
dee trovarsi sopra v\ v z perpendicolare pure ad L a r l\ alla 
distanza v 9 v\ =vv l ronde la seconda projezione ausiliaria della 
retta sarà t 2 v \. 

II. Le projezioni primitive d' un punto qualsivoglia 
(O l , CV), possono ottenersi seguendo le norme stesse. Tireremo 
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per C x una perpendicolare ad L x T x , e il punto C in cui que- 
sta incontra la A B sarà la projezione orizzontale ; per 0 eon- 
duiTemo una perpendicolare ad L T, e il punto C in cui sa- 
rà da questa incontrata la A' lì' sarà la projezione verticale 
del medesimo punto. 

Se il disegno è esatto deve resultare C c x sé c 2 C„ ; 
cC' = c x C l . 

III. Tutti i principii e teoremi relativi alla linea retta 
dimostrati nel Capitolo II pel sistema [0, Fj, hanno egualmente 
luogo pel sistema [0 V V x ]. 

Così le traccie della linea data sopra quest' ultimi piaui 
coordinati, si trovano pure con la regola stessa indicata al N.° 40. 
Otterremo la traccia sul coordinato V l conducendo una per- 
pendicolare ad L 2 T 2 dal punto z 2 comune ad L 3 T 2 e alla 
projezione ausiliaria A 2 B s , e prolungandola fino ali* incon- 
tro § x con A X B X . la. stessa traccia z x si determina pure in 
modo analogo considerando la retta riferita al sistema [0, V x \\ 
basta condurre fino ad A x B x una perpendicolare ad L X T X dal 
punto in cui è questa linea incontrata da A B. 

IV. L 1 oggetto dei cangiamenti di piano essendo quello 
di render possibile o più semplice la soluzione di un problema, 
la scelta dei coordinati ausiliarii riman sempre subordinata a 
condizioni variabilissime e dipendenti da ciaschedun caso par- 
ticolare. 

Per darne un esempio, supponiamo che avendosi una retta 
(AB, AB) (Fig. 06) comunque situata rispetto al siste- 
ma [0, V] si riconosca necessario riferirla ad un nuovo sistema 
di coordinati, dei quali uno resulti perpendicolare alla retta 
data. Cominceremo dal cangiare il coordinato V in un altro pia-» 
no V x parallelo alla retta medesima ; lo che esigerà il paral- 
lelismo di L x T x con A B. Por maggior semplicità possiamo 
prendere per V x il piano progettante la retta sul coordinato 
orizzontale; allora L x T x si confonderà con A B, e la traccia 
orizzontale t sarà già un punto della projezione ausiliaria del- 
la retta; cercheremo quella A x di un altro punto qualunque 
(A, A'), e la projezione ausiliaria della retta sarà A X B X i. 

Tirando ora L^T„ perpendicolare ad A x B x , avremo rap- 
presentato il secondo piano ausiliario O x di projezione, e la 
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projezione ausiliaria della rotta su questo piano sarà il punto 

A 0 in cui la A l B l è incontrata dalla L 2 T 2 .-j 

lló. Cangiamento dei coordinati rispetto a un piano. 
Cangiare di piano rispetto ad un piano significa costruire 
le rette seguendo le quali il piano dato interseca il coordinato 
ausiliario*. 

Sia PHP (Fig. 67) un piano riferito al sistema [0, V], 
e vogliasi cangiare questo sistema noli' altro [0, V x ] determi- 
nato dalla linea dì terra L x T v Consideriamo due orizzontali 
qualunque del piano, per esempio ab e ed: le loro traccie 
verticilli b o . d fanno conoscere immediatamente la distanza 
di tutti i punti di ciascuna dal coordinato orizzontale 0\ quin- 
di condotte le perpendicolari ad L L T x per a e per c; e prese 
le lunghezze a l a\=ibb' , c A c' 1 = d d' , basterà tirare da 
a x e r. \ le parallelo ad L X T X per conoscere le projezioni au- 
siliarie delle rette medesime. Si cerchino le traccie loro b' x e 
d , sopra V x 114, III), e la retta Iì x P x determinata da 
questi punti sarà la traccia ausiliaria del piano, la quale do- 
vrà concorrere nel punto in cui la Ji P o il suo prolungamento 
incoutra L x T x . 

Se vuoisi ora cangiare anche il coordinato 0, o riferire il 
piano l'PtP al sistema \0 X . V x \ determinato da L%T„, bi- 
sognerà cercare prima le proiezioni ausiliarie delle rette 
((^ b x , a' x /> j), (e d v c'j d x ) sul nuovo coordinato O x , e quindi 
le loro traccie sul medesimo piano. Per la seconda di queste 
rette ci serviremo della traccia d \ che 6Ì projetta in d' 3 so- 
pra L 2 'J\, e del punto <<\ c, x ) di cui la prelezione sopra O x 
trovasi in e 2 distante da L 2 T„ della lunghezza nc\~cc x : 
onde la projezione ausiliaria della retta (c d x , c' x d' x ) sarà 
U\t y Ter la prima retta cercheremo la projezione ausiliaria 
b „ della sua traccia b x ; di poi considerando eh' essa è paral- 
lela air altra retta, tireremo 6 \f % parallela a d\c' 2 , e que- 
sta sarà la proiezione ausiliaria di (a b x , a' x b x ). Si cercliino 
ora le tracci»' e 2 ed / 2 di queste rette sopra O x , si congiun- 
gano fra loro, ed otterremo la retta It a P 2 per seconda trac- 
cia ausiliaria «lei piano dato, la quale dovrà passare pel punto 
in cui L 2 J\ è incontrata da R x P x . Così il piano /' H P ri- 
ferito al sistema [0,, V x ] sarà P x K 2 P*- 
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Giova osservare che due rette qualunque tracciate sul piano 
dato avrebbero condotto allo stesso resultato, e che una di esse 
diviene inutile ogni qualvolta si hanno entro i limiti del fo- 
glio i punti di concorso Il L ed R, y 

11G. Osservazione. La soluzione precedente è generale, masi 
modifica più o meno a seconda della posizione che i coordinati 
ausiliarii debbono avere rispetto al piano dato. 

1. ° Supponiamo che il coordinato ausiliario V ì debba 
essere perpendicolare al plano dato P RP (Fig. 68). Come esso 
deve essere eziandio perpendicolare al coordinato orizzontale 0 
ne segue che risulterà pure perpendicolare alla traccia P R del 
piano dato, e quindi la nuova linea di terni L x 2\ dovrà ca- 
dere ad augolo retto sopra P R. In questo caso ogni punto 
del piano dato ha per projezione ausiliaria un punto della 
traccia ausiliaria cercata : se consideriamo per esempio, il punto 
(b, b) della sua traccia verticale R P e ne troviamo la proie- 
zione ausiliaria b\ nel modo insegnato, la congiungente b' x R l 
sarà la traccia ausiliaria. 

Ripetendo la stessa costruzione per un altro punto qua- 
lunque (e, e), la sua projezione ausiliaria c , dovrà trovarsi so- 
pra R x b' v 

2. °. Supponiamo che occorra cangiare il sistema primi- 
tivo [0, V] in un 1 altro sistema [0 V V x ] di cui O x sia paral- 
lelo al piano dato. Cangeremo prima il sistema [0, V] nell' al- 
tro [0, FJ del quale V x sia perpendicolare al piano dato, e 
cercheremo la traccia ausiliaria R x P x corrispondente (Fig. 68). 
Allora basterà prendere uelT altro sistema [O v V x ] il piano 0 1 
parallelo alla traccia R x J\ ; ed esso resulterà definito dalla 
linea di terra L 9 1 £ parallela alla retta R x P x . 

117. APPLICAZIONI DEL « ANDAMENTO DEI NANI COORDINATI. I. Tro- 
vare il punto d'Incontro d'una retta (A lì. A lì ) col piano 
P R P', nelV ipotesi che nessuna delle projezioni della retta in- 
contri la linea di terra L T entro i limiti del fogliò. (Fig. 69). 

Non potendo in questo caso essere applicate le soluzioui 
iudicate ai N.' o.H e 50. II, cangeremo il coordinato verticale V in 
un' altro V 1 parallelo ad esso, prendendo L x T x parallelo ad 
L T; allora la traccia ausiliaria del piano dato sarà R x P x pa- 
rallela ad R P, c CC' X perpendicolare ad L x T x quella del 
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piano progettante la retta sul coordinato orizzontale; onde D\C x 
sarà la projezione ausiliaria dell' intersezione dello stesso piano 
projettante col piano dato. Ma un punto della projezione sul 
coordinato verticale V di questa intersezione è D' ; dunque ti- 
rando D C parallela a V X C x otterremo la projezione di cui 
si tratta, dalla quale rilevasi immediatamente essere (x, xf) il 
punto cercato. 

II. Costruire le projesioni d'una retta che passa pei' un 
putito dato(M,W) e cade ad angolo retto sopra una retta data 
(AB, A'B) (Fig. 70). 

Per risolvere questo problema coi metodi ordinarli farebbe 
d'uopo 1." costruire le traccio d'un piano perpendicolare alla 
retta data e condotto pel punto dato ; 2.° trovare il punto d' iti- 
contro di questo piano con la retta e congiun to . rn*j ie J - - 
zioni con quelle del punto dato. 

Ma è noto (N.° 23) che allorquando una retta è parallela 
ad uno dei coordinati, le proiezioni di questa e d'un' altra retta 
perpendicolare ad essa sono ad angolo retto. Riferiamo duuque 
il punto e la retta dati ad un nuovo sistema di coordinati 
[0, PJ del quale V x sia parallelo alla retta, e prendiamo per 
V x il piano stesso che la projetta sul coordinato 0. La nuova 
linea di terra L x T x coinciderà con A B, e la projezione ausiliaria 
di essa sarà A x B; quella del punto (M, M) sarà M x . allora M x m x 
perpendicolare ad A X B sarà la projezione ausiliaria della per- 
pendicolare cercata, ed m L quella del suo piede sulla retta data. 
Conducasi m x m perpendicolare ad A B, e da m una perpendi- 
colare mm' ad L T : il punto (m, ro')sarà quello iu cui la retta 
data è incontrata dalla perpendicolare, la quale è così rappresen- 
tata da (Jfw^Jfm'JT). 

Possiamo osservare che se il disegno è esatto dee resultare 
m'n = mm y Inoltre costruendo la vera lunghezza del li retta 
(Mm, M ni) si ottiene la distanza del punto (M, M) dalla 
retta (A B, A' B ) in un modo molto più semplice ed elegante 
di ciascuno di quelli esposti al N.° 80, Caso III. 

III. Costruire la distanza à" un punto (M, M ) da un 
piano PRF (Fig. 71). 

Osserveremo che nel caso in cui il piano dato fosse per- 
pendicolare ad uno dei coordinati la projezione e la lunghezza 
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vera della distanza richiesta sarebbe la perpendicolare condotta 
per la projezione corrispondente, del punto sulla traccia del 
piano. 

Riferiamo dunque il punto e il piano ad un nuovo siste- 
ma [0, FJ di coordinati, del quale V \ sia perpendicolare al 
piano dato (N.° 116, 1.°). Se per questo prendiamo il piano 
che projetta sul coordinato 0 la perpendicolare (Min, M m'), 
la nuova linea di terra £r, T i coinciderà con M m, e la pro- 
jezione ausiliaria del punto sarà M x , mentre servendosi del 
punto (p.p ) della traccia verticale del piano troveremo che 
R l p 1 P l sarà la traccia ausiliarii di quest'ultimo. Conducasi 
ora da M i una perpendicolare sopra B i P A ,ed M } m x sarà la 
vera lunghezza della distanza cercata. Volendone conoscere la 
posizione rispetto al sistema primitivo [0, P], basterà condurre 
m t m perpendicolare ad L l T i , e quindi inni perpendicolare 
ad L T. La distanza medesima è alìora rappresentata da 
(Mm, M in ). 

Si può osservare che quando il piano dato fosse parallelo 
alla linea di terra, la soluzione precedente farebbe luogo ad una 
figura identica a quella che si otterrebbe risolvendo il proble- 
ma col metodo dei movimenti di rotazione. 

IV. Trovare la più corta distanza fra dite rette (A B, A B ì 
(C D, C D') non situate nello stesso piano. (Fig. 72). 

LT applicazione del cangiamento dei piani coordinati alla 
soluzione di questo problema è preferibile ad ogni altro me- 
todo non tanto per la semplicità maggiore delle operazioni, 
quanto anche perche non incontra nessuna delle difficoltà che 
per la particolare posizione delle rette date potrebbe in qual- 
che caso presentarsi applicando o il metodo ordinario o quello 
dei movimenti di rotazione esposti ai N.' 84 e 85. Noi 
cangeremo il sistema [0, V] in un' altro [O l , V i J di cui il 
primo O i sia perpendicolare ad una delle rette date, per e- 
sempio ad (A B, A' B). Perciò cangeremo prima come al 
N.° 114. IV, il piano coordinato Fin un'altro V L parallelo 

alla retta (AB, A! B) prendendo per linea di terra hx L l T l 
coincidente con la projezione orizzontale A B: allora la proje- 
zione ausiliaria di questa retta sarà A B x e C X D \ quella 
dell'altra retta. Tirando ora L i T 3 perpendicolare ad A B' lt 
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questi sanila nuova linea di terra pel sistema cercato [O v V,\ y 
rispetto al quale la linea (AB, A B ) sarà rappresentata da 
(B L , B l B\)t e la retta (CD, C £ )da(C 2 D„ C \D \). 
Per la qual cosa B L d 2 perpendicolare a C 3 Z> 3 "sarà la proie- 
zione sul coordinato ausiliario 0 i e ad un tempo la lunghezza 
vera della distanza cercata; d' L A\ parallela ad L 2 T 9 ne sa- 
rà la projezione ausiliaria sull' altro coordinato V i . Ciò posto 
le due perpendicolari ad L k T, condotte per d l e per .4^ fa- 
ranno conoscere la projezione orizzontale c N della distanza 
medesima, e da questa se ne dedurrà immediatamente la pro- 
jezione verticale c N' . . 

118. Osslbvàzioxe. Dimostrando il metodo dei movimenti di 
rotazione, abbiamo supposto sempre che V asse sia parallelo o 
perpendicolare ad uno dei coordinati. I cangiamenti di piano ci 
permettono ora di scegliere per assedi rotazione una retta co- 
munque inclinata ai piani coordinati. Poiché se vuoisi ridurlo 
parallelo ad uno di essi cangeremo il sistema [0, F] nelV altro 
[0, FJ del quale sia V x parallelo alla retta presa per asse ; se 
convenga invece ridurlo perpendicolare ad uno dei coordinati, ope- 
rato prima il cangiamento del piano V in V ì , passeremo al 
secondo sistema [0, V L ] del quale sia O k perpendicolare alla 
projezione ausiliaria della retta medesima sopra P\. 

Possiamo inoltre os&ervare che fra i movimenti di rota- 
zione e il cangiamento dei piani coordinati v 1 ha identità di 
principii. Perocché quando dal sistema [0, V] si passa al siste- 
ma [0, V x ] si ottiene il resultato stesso che si otterrebbe se 
facessimo ruotare il coordinato V attorno ad urinasse perpen- 
dicolare all'altro coordinato. Talché la differenza dei due me- 
todi consiste in ciò che nel primo è sempre uno dei piani coor- 
dinati che si fa ruotare attorno ad un' asse perpendicolare al- 
l' altro finché sia venuto in una posizione convenevole rispetto 
all' oggetto ; nel secondo invece è 1' oggetto stesso che si fa 
ruotare attorno a quest' asse finché abbia preso una posizione 
convenevole rispetto al sistema dei piani coordinati prescelto. 
Cosi uno stesso problema può esser risoluto o coli' uno o col- 
1" altro metodo, siccome abbiam visto negli esempi precedenti 
dei quali alcuni erano stati già tra 4 tati nel Capitolo VI. 
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119. Esercizi. 1.° Costruire le projezioni d'un esagono risola- 
re, date lo traccie del suo piano e le projezioni orizzontali di di- 
vertici consecutivi. 

Se il piano dell' esagono è perpendicolare ad uno dei coor- 
dinati, si può esso prendere pei' nuovo piano coordinato. Nel 
caso generale si cangi il sistema [0, V\ in un' altro di cui uno 
dei piani sia perpendicolare a quello dell' esagono, e poi si 
prenda questo per coordinato ausiliario. 

2. ° Costruire le proiezioni d'un poligono regolare iscritto in 
un circolo di cui è dato il piano, il centro e il raggio. 

3. ° Date le traccie d' un piano e la prelezione orizzontale 
d' uno dei suoi punti, costruire le projezioni del centro e la gran- 
dezza del raggio della circonfereuza tangente alle due traccie del 
piano e che passa pel punto dato. 

4. " Per un punto della traccia orizzontale d' un piano con- 
durre in esso una retta che formi con la traccia del piano un tri- 
angolo d' area data. 

5. ° Date le projezioni di tre punti non disposti in linea ret- 
ta, trovare le projezioni del centro e la grandezza del raggio della 
circonferenza che passa pei punti dati. 

6. ° Date le projezioni di tre punti non disposti in linea ret- 
ta, trovare le projezioni del centro e la grandezza del raggio del 
circolo iscritto nel triangolo avente per vertici i punti dati, non che 
le projezioni dei punti di contatto coi lati del triangolo medesimo. 

In tutti questi problemi è applicabile il metodo dei can- 
giamenti dei piani coordinati siccome abbiamo indicato pel 1.°; 
ma può utilmente usarsi auco quello dei muovimenti di rota- 
zione abbattendo sopra uno dei coordinati il piano della figura. 



CAPITOLO IX. 
Rappresentazione grafica dei Poliedri. 

120. La rappreseutazione grafica d' un poliedro dipende na- 
turalmente da quella dei suoi vertici: sendo che determinate 
le projezioni di questi ne conseguono immediatamente le proje- 
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zioni delle faccie, per le quali riesce agevole concepire la forma 

del corpo e dedurre le projezioni e la graudezza delle sue parti. 

La cognizione degli elementi che servono a definire geome- 
tricamente il poliedro, e quella delle sue proprietà sono indispensa- 
bili al disegnatore per riprodurne la immagine. La semplicità delle 
operazioni grafiche dipenderà poi non solo da una buona scel- 
ta di piani coordinati, ma in massima parte dai rapporti geo- 
metrici esistenti fra le parti che lo compongono, o fra queste 
e gli elementi d' un poliedro più semplice dal quale possa con- 
siderarsi come derivato. 

121. Importa ora di notare che la figura d 1 un corpo, cioè 
la forma sotto la quale esso appare all' occhio dell' osservatore 
non è quella che ne offrono le sue projezioni ortogonali. Impe- 
rocché, riguxrdando un corpo, l' occhio trovasi sempre ad una 

' distanza finita, e non può vederne che la parte la quale vien 
determinata dal fascio di rette convergenti al centro dell' oc- 
chio stesso e circoscritto al corpo. Nelle projezioni ortogonali 
invece le rette che determinano la figura del corpo su ciascuno 
dei coordinati sono tutte parallele fra loro; quindi sì l' una 
come l' altra prelezione non potrà mai essere V immagine del 
corpo, vale a dire la parte di essa che vedrebbesi dall'occhio 
collocato ad una distanza finita. Ma potendosi geometricamente 
considerare un sistema di rette parallele come un fascio conver- 
gente all' infinito, sarà dato ritenere che ciascuna delle proje- 
zioni ortogonali d' un oggetto sia la rappresentazione della sua 
forma per V occhio d' un' osservatore infinitamente lontano dal 
respcttivo piano coordinato. 

Da questa convenzione emerge un modo facile per distin- 
guere in ciascheduna proiezione le linee visibili dalle invisibili. 
La projezione verticale, che mostra le parti più elevate del 
corpo, dichiarerà queste lineo sulla projezione orizzontale ; e 
la projezione orizzontale mostrandone le parti che più si allon- 
tanano dal coordinato verticale manifesterà le lineo medesime 
sulla projezione verticale. 

122. La linea poligona che limita la projezione orizzontale 
d' un corpo chiamasi contorno apparente del corpo rispetto al 
coordinato orizsontale, e a quella che ne limita 1' altra projezio- 
ne si dà il nome di contorno apparente rispetto al coordinato 
verticale. 
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Problema I. Data la base e V altezza d" un prisma retto costruirne 
le proiezioni. (Fig. 73). 

123. Prendasi per coordinato orizzontale il piano stesso 
della base, e supponiamo che questa sia il pentagono ABC DE\ 
allora sulla linea di terra L T cadranno le proiezioni 
A',B',C',L >',£' dei suoi vertici; e le costole laterali del 
prisma resultando perpendicolari al coordinato orizzontale si 
proietteranno in vera lunghezza sopra altrettante rette perpen- 
dicolari alla linea di terra condotte per A', B', C, D\ E'. Pren- 
deremo A' A" eguale all'altezza del prisma, e condotta paral- 
lelamente ad L T la retta A" C ", la rappresentazione del pri- 
sma torà completa. Poiché A" C è la projezione verticale della 
base superiore, eie rette A' A , B B' ,CC . D' D" , E E" 
sono le projezioni verticali delle sue costole laterali. 

11 pentagono AB CD E può considerarsi anco come la 
projezione orizzontale della base superiore del prisma la quale 
è visibile interamente. Delle costole laterali è solo invisibile 
per rispetto al coordinato verticale quella projettatain B' B" . 
Il medesimo pentagono e il rettangolo A' A" C C sono i con- 
torni apparenti del prisma sui piani coordinati. 

Problema II. Data la base e f altezza (V un prisma obliquo, «• 
nota la inclinazione sa delle sue costole sul piano della base, 
costruirne le projezioni. (Fig. 74). 

124. Prendasi per coordinato orizzontale il piano della base, 
e questa sia A B C D E; scelgasi poi per coordinato verticale 
un piano parallelo alle costole laterali del prisma, e sia L T 
la linea di terra. Le projezioni orizzontali delle costole saranno 
tutte parallele ad L T e quelle verticali parallele fra loro ed 
inclinate sopra L T dell' angolo cj. Projettisi A in A', e tirisi 
A' a' faciente V angolo 6> con L T\ quindi ad una distanza 
dalla linea di terra eguale all' altezza del prisma conducasi x' y' 
parallela ad L T. Il punto a comune ad x' y ' e alla retta A' a' 
sarà projezione verticale dell' estremità superiore della costola 
eorrispondente al vertice (A, A'), e la perpendicolare alla 
linea di terra condotta per a determinerà sulla parallela con- 
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dotta per A il punto a projezione orizzontale della medesima 
estremità. Le altre costole corrispondenti ai vertici (B, B), 
(C,C \ (D, D ), i E, E ) della base inferiore debbono essere 
eguali e parallele alla costola (A a, A a ) del punto (A. A ); 
perciò tirando li 6, Ce, D <7. f,'e parallele ed eguali ad A a, il 
poligono abe d e che ne resulta eguale all' altro AB C D E 
sarà projezione orizzontale della base superiore del prisma; ti- 
rando da B , C .D , E altrettante parallele ad A a, e termi- 
nandole alla retta x //'. la parte a e di questa sarà projezione 
verticale della medesima base; onde i punti b\ e', d', e' do- 
vranno trovarsi respettivameute con b, e. d, e sopra una me- 
desima retta perpendicolare alla linea di terra, se il disegno 
è esatto. 

La costola (.i a, A a ) è la più elevata dal coordina- 
to orizzontale , e per conseguenza le due faccie projettate in 
ABbu, AEea cuoprouo le altre faccie laterali del solido; 
saranno quindi invisibili per rispetto al coordinato medesimo, 
i lati B CO D,D E della base inferiore, e le costole laterali 
projettate in C c, D d. La base superiore è interamente visibile. 

Ter rispetto al coordinato verticale si scorgono collocate più 
in avanti le faccie (A E e a, A E e a), (D E ed, D E' e' d ), 
(D C ed, D C ( ' d '); quindi dovranno considerarsi come visi- 
bili le costole projettate in A' a', E e D' d ', C e , e come 
invisibile quella precettata in B' 6'. 

La linea poligona ABbcdeEA e il parallelogrammo 
A' a' c' C sono i due contorni apparenti del prisma. 

125. Osservazione. Se invece dell' inclinazione s> della co- 
stola sul piano della base, si conoscessero gli angoli « e /3 
formati da una di esse (A a, A' a ) coi lati adiacenti AB, A E 
«Iella base, opereremo nel seguente modo. Descritti attorno ad 
A B, ed A E gli angoli B A fr, — u ed E A 7* 2 — fi , prendansi 
le parti eguali A /*, , A h 9 , e dai punti h l , h t si tirino h l h, h 3 h 
perpendicolari respettivamente ad A B, A E: su queste per- 
pendicolari si troveranno le proiezioni orizzontali degli archi di 
circolo descritti dai punti /* A , /*„ allorché le faccie B Ah lf E Ah i 
ruotando attorno A B, A E vengono a prendere la loro posi- 
zione per comporre V angolo triedro A del solido; onde il loro 
punto comune h sarà la projezione orizzontale d' un punto 
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«lolla coitola laterale corrispondente ad A. Costruendo ora 
sopra .1 A il triangolo rettangolo A h i avente per ipotenusa 
Ai — Ah l = A h 2 T angolo i A h sarà la misura dell' inclina- 
zione 3J della costola stessa sul piano della base. Presa allora 
la linea di terra parallela ad A le costruzioni indicate nel 
numero precedente condurranno alla rappresentazione del prisma. 

Problema III. Costruire le proiezioni d' un pristini retto di ba- 
se e altezza date conoscendo la inclinazione della sua co- 
stola su ciascuno de! piani coordinati. (Fig. 75). 

126. Sieno il poligono abede e la retta a a 1 la base e 
1' altezza del prisma. Ne disegneremo dapprima le projezioni co- 
me al N.° 123 scegliendo per coordinato orizzontale il piano della 
base; ed esse sieno ab ed e, a a e' c'. Prendendo per asse 
di rotazione la orizzontale che projetta e in c' s'inclini la co- 
stola (c, c c" ) dell' angolo c c c „ complementario di quello dio 
essa dee fare col coordinato orizzontale. L' arco descritto dal- 
l' estremo (c,c") avrà per projezione orizzontale una parallela 
alla linea di terra condotta per c, e e 2 projettandosi in c 2 , la 
posizione presa dalla costola sarà (cc 2 , c'c„). 'latte le altre co- 
stole prenderanno la medesima incliuazione. e la projezione 
verticale del prisma conservando la stessa forma non cam- 
bierà che di posto disponendosi sul rettangolo c'c' 2 a' 3 a' l ; 
la projezione orizzontale cambierà di posto e di forma conver- 
tendosi nella figura a l b 1 b 2 c 2 e 2 d 3 d L e L come è facile a vedersi. 

Immaginiamo ora condotta per c una verticale, e attorno 
a questa facciasi ruotare la costola (c c J( c' c' 2 ) d'una quantità 
angolare c 3 c C eguale alla sua inclinazione sul coordinato ver- 
ticale. Durante tal movimento la sua inclinazione sul coordinato 
orizzontale nou cangerà; il punto (c 2 , c' 2 ) descriverà l'arco di 
circolo orizzontale (c „ C. c' 2 C), e verrà a collocarsi in (C, C')\ 
onde nella posizione (c C, c' C ) presa così dalla costola consi- 
derata, essa avrà l' inclinazione voluta per rispetto a ciascun co- 
ordinato. La projezione orizzontale del prisma non cambia forma, 
ma solo di sito per questo secondo movimento impresso alla co- 
stola corrispondente al punto (c, e ), e noi potremo facilmente co- 
struirla disegnando prima sulla retta c C un parallelogrammo 
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eguale a cc ì b t b v quindi sul lato Olì il poligono CBA... 
eguale a c„ b„ « 2 c 2 d„ c completando infine la figura mediante 
le parallele condotte pei vertici li, A . . . prese eguali tutte a 
c C. Quanto all' altra projezione si cercherannoxìapprima le pro- 
iezioni verticali B'. A' . . .dei vertici 4 e H 11 base superiore ope- 
rando come pel vertice C, e si tireranno poi per quelle delle 
rette parallele ed eguali a C e per completarne la figura. In 
questo modo la projezione verticale della base inferiore rimane 
determinata indipendentemente da quella orizzontale, onde se 
il disegno è esatto dovranno le projezioni di ogni vertice di que- 
sta base trovarsi sopra una medesima perpendicolare alla li- 
nea di terra. 

127. Osservazione. Il problema è per verità suscettibile in 
generale di quattro soluzioni; poiché è facile accorgersi che la 
costola (c c r c c 9 ) poteva farsi rotare attorno alla verticale del 
punto (c, c ) della stessa quantità angolare, ma per modo che 
la sua projezione orizzontale c C venisse a fare al disopra di 
ccj un'angolo eguale ac s cC: e per conseguenza si avrebbero 
due posizioni del prisma corrispondenti alla prima rotazione 
fatta fare alla costola medesima attorno alla orizzontale del 
punto (c, c ). Altre due poi si troverebbero nel caso in cui que- 
sta rotazione si fosse fatta in guisa da inclinare la retta e c % 
alla sinistra della c c" d" uu angolo eguale a c c c 2 . 

Però non sempre si hanno quattro soluzioni; ciò dipende 
dalla grandezza degli angoli dati la quale può talvolta far 
luogo ad una sola soluzione, ed anco rendere impossibile il 
problema. 

Proponiamoci infatti di condurre pel punto (a, ff) (Kg. 76) 
una retta che faccia V angolo a col coordinato orizzontale, e 
T angolo fi con quello verticale. Immaginiamo condotto per 
(a. a ) un piano x y parallelo al coordinato verticale, e su que- 
sto abbattuta la retta di cui trattasi, mercè un movimento di 
rotazione attorno alla verticale del punto (a, a ); la sua proie- 
zione verticale dovrà in tal caso fare con una parallela ad L T 
tirata per a l'angolo b x a u = a, onde le projezioni saranno 
ab' v ab v Immaginiamo di poi condotto per lo stesso punto 
un piano * « parallelo al coordinato orizzontale e su questo 
abbattuta la retta con un movimento di rotazione attorno alla 
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orizzontale che projettu il punto ilato in a ; In Mia proie- 
zione orizzontale farà allora con x y Y angolo c.ay~fi e 
sarà rappresentata da (a c x , a e ì ). Prendasi ora sulla retta 
(a b v a b x ) un punto qualunque (b v b x ), e sull' altra (a e,, a c j) 
il punto (c v c' l ) ambedue equidistanti da (a,a)\ quindi fac- 
ciasi ruotare la prima attorno alla verticale del punto ((*.«'), e 
la seconda attorno all' orizzontale dello stesso punto, finche sì 
T una che V altra vengano a cadere nella posizione che deve 
avere la retta cercata. Durante questi movimenti il punto (6 r 6 ,) 
descriverà 1' arco orizzontale (b l m, 6'jtn ), e il punto (c r c J J 
l'arco verticale (c l n ì €f l n'); onde i punti (b, 6 ), (d, d) in cui 
questi due ardii si tagliano saranno due posizioni in ciascuna 
delle quali i punti mobili coincidono in un solo punto, e fanno 
conoscere in conseguenza due posizioni (ab, a b), (ad, ad) 
della retta domandata. 

Se invece dell' abbattimento ac { , avessimo fatto Y abbatti- 
mento a c s si riconoscerà facilmente che avremmo ottenuto al- 
tre due posizioni delle rette rappresentate dalle projezioni oriz- 
zontali a fi, af. 

Ma l'incontro dei due archi è subordinato alle condizioni 
Ci i < a b x , ovvero V \ o < a c , 
ed osservando che a b L = a o' , a c\ = ai, si dedurrà colla 
considerazione dei due triangoli rettangoli a e, i, a b \ o' chele 
condizioni precedenti sono sodisfatte ogniqualvolta abbiasi 

« fi < 90". 
Nel caso in cui resultasse 

Ci i > ab t , ovvero b , o > a c' , 
lo che equivarrebbe ad a fi > 00°, i due archi non s ? in- 
contrerebbero, e il problema sarebbe impossibile. 

Se finalmente si avesse c t i ~ a b x , ovvero b\ o = o ; c' A la 
qual cosa si verificherebbe quando fosse « -f- fi = 90°, i due 
archi resulterebbero tangenti, e la retta cercata sarebbe (a c. a c') 
perpendicolare alla linea di terra. 

Si concliiude che per un punto qualunque dello spazio si 
possono condurre quattro rette egualmente inclinate sui piani 
coordinati se la somma dei due angoli dati è minore di 90° ; 
nessuna retta se questa somma è maggiore di !t(J°; ed una sola 
retta, perpendicolare alla linea di Urrà, se i due angoli sono 
complementarii. 
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J'robllma IV. Data la base d'un prisma, la lunghezza c V in- 
clinazione delle sue costole laterali sol piano della base, e 
gli angoli che questo piano fa coi coordinati, costruire le 
proiezioni del prisma. (Fig. 77). 

.Sia L T la linea dì terra, ed (A, A ) un vertice della 
base del prisma : se « e /5 sono gli angoli che il suo piano 
dee fare coi piani coordinati orizzontale e verticale, cerchere- 
mo la retta {A X, A X ) che fa coi piani stessi gli angoli 
00° — a, 90° — fi operando come al N." 127. Quindi costruire- 
mo il piano P R P che passa pel punto {A, A') ed è perpen- 
dicolare alla retta (A X, A' X ) : ed esso avrà T inclinazione 
voluta, poiché quando una retta e un piano sono perpendicolari 
fra loro gli angoli che Y uno e Y altra fanno con un piano qua- 
lunque sono complementarii. 

Abbattasi ora un punto qualunque (t, t ) della traccia ver- 
ticale del piano Pili* sul coordinato orizzontale in l L . pren- 
dendo per asse di rotazione la sua traccia orizzontale P 11 ; 
T abbattimento di quella verticale sarà R l J i . Tutte le oriz- 
zontali del piano verranno ad abbattersi sopra rette parallele ad 
Il P\ troveremo così 1' abbattimento della orizzontale ( A in, A ni ) 
cercando prima il punto m ì in cui si abbatte la sua traccia m! e 
tirando in L A L parallela ad 7? P; onde 1' abbattimento di (A, A ) 
si troverà in A { ove m, A i è incontrata da una perpendico- 
lare ad II P condotta per A, e che è la proiezione orizzontale 
dell' arco descritto dal punto (A, A ) durante la sua rotazione. 

Si tracci ora il poligono A y B, C % D l F { base data del pri- 
sma, e si immagini di poi che il piano PHì\ ritorni alla pri- 
mitiva posizione Vili* . Il vertice A, ritornerà in {A, A ); la 
posizione (XJ, lì ) <X ogni altro vertice B \ si troverà col soccorso 
dell' orizzontale 7?, », corrispondente, la quale prende la posi- 
zione (n B. n B ) e contiene il punto cercato laddove n B è 
incontrata dalla retta condotta da B L perpendicolarmente ad R P. 
In questo modo si troveranno determinate le projezioni A li CD E, 
A B C D E della base del prisma. 

Rammentando ora la soluzione del problema proposto al 
N.° 92 sarà cosa agevole trovare le proiezioni (A a, A a \ di 
una retta furiente col piano PRP l'angolo dato, e determi- 
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nnto su questa retta il puuto (a, a ) per mezzo della lunghezza 
nota delle costole del prisma, rimarranno solo a condursi per 
gli altri vertici altrettante rette parallele ed eguali ad (A a. A a) 
per ottenere la completa rappresentazione del solido. 

129. Osservazione. 11 problema'preccdcute sarà possibile solo 
nel caso in cui abbiasi (N. 127). 

90° — a -h 90° — (3 < 90° , ossia « -+- /S > 90* 
ed allora può avere quattro soluzioni ; ne avrà una sola se 

a H- /3 = 90° 

e in questo caso il piano della base del prisma resulterà pa- 
rallelo alla linea di terra; il problema poi è impossibile quando 

a -4- fi < 90° 

Segue da ciò 1.° cfw la somma degli angoli fatti da un piano 
coi piani coordinati può essere almeno eguale ad un' angolo 
retto, non mai minore. 

2.° Che allorquando un piano e rappresentato da due 
rette parallele ed equidistanti dalla linea di terra, o da una 
sola retta parallela a qucsf ultima linea (N.° 26 Prin. V.), esso 
è necessariamente inclinato di 45' su ciascuno dei piani coor- 
dinati. 

Problema V. Data la base d'una piramide, e conosciuta la lun- 
ghezza d e la inclinazione « flP una delle sue costole sul 
piano della base costruirne le projezioni, (Vi» 78). 

* 

130. Se la scelta dei piani coordinati è, arbitraria prende- 
remo quello della base por coordinato orizzontale, e il verti- 
cale sceglieremo per modo che resulti parallelo alla costola di 
cui sono note la inclinazione e la lunghezza. 

Supponiamo che A B C I) sia la base data e la costola 
nota corrisponda al vertice A : projetteremo in A sulla li- 
nea di terra; tireremo per A una retta facientecon la linea di 
terra 1' angolo LA' V —a, e per A una parallela ad L T: 
presa di poi A' V —d condurremo da V una perpendicolare 
alla linea di terra fino al suo incontro V con la retta A V.h evi- 
dente che il punto (V,V) sarà il vertice della piramide ; onde le 
rette V B, V C, V D insieme con la V A e col poligono A B C D 
costituiranno la proiezione orizzontale del solido, e le rette 

6 
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V B\ V'C, V D congiungenti V con le projezioni verticali 
dei punti B, C, D ne completeranno insieme alla A V la pro- 
jezione verticale. 

Se la scelta dei piaui coordinati non è arbitraria, bisognerà 
operare in un modo analogo a quello e-posto per il problema 
del N.° 128. 

131. Osservazioni. I. Quaudo vogliasi rappresentare un pri- 
sma o una piramide di cui la base occupi una posizione qua- 
lunque fuori dei piani coordinati, ma arbitraria, ed abbia più 
di tre lati, si potranno prendere tre vertici a piacere di que- 
sta base, per esempio (a, a), (b,b), (c, c') (Fig. 79); e per de- 
terminare gli altri si opererà nel modo seguente. Condurremo 
(6 c, V c) ed una retta a e che supporremo situata nel piano del 
triangolo (ab e, a b e): projettererao in il punto t, e sulla 
(ai, a' »') potremo prendere un punto (e, e), e considerarlo co- 
me un quarto vertice della base di cui trattasi. In modo ana- 
logo ne determineremo un quinto (d,d), e quanti altri ci piac- 
cia colla certezza che il poligono formato dalle loro congiungenti 
è piano. 

Supponendo ora che il pentagono (ab e d c, a b e d' c) sia 
la base d" una piramide di vertice (V, V ), uniremo V coi ver- 
tici della figura a b c d e, V con quelli dell' altra a b' c d e\ 
e si otterranno le projezioni della piramide da rappresentarsi. 

Quando occorresse di conoscere la linea poligona seguendo 
la quale il coordinato orizzontale intersecherebbe la piramide 
se le sue faceie fossero prolungate, basterebbe trovare le tracce 
orizzontali di tutte le >ue costole laterali, e ne resulterebbe il 
poligono A B E I) (',. 

II. Allorché 1' oggetto principale della rappresentazione 
grafica d' un poliedro, o di un sistema di più poliedri, e quello 
di render conto nel modo il più conveniente della sua forma, 
ai movimenti di rotazione mercè i quali potrebbero ottenersi 
due projezioni del corpo sodisfacenti all' oggetto che si ha in mi- 
ra, si preferisce ordinariamente il cangiamento di uno dei piani 
coordinati. Poiché in questo caso, disegnate dapprima le proje- 
zioni ortogonali del corpo nella posizione che richiede le co- 
struzioni più semplici, il cangiamento d* uno dei piani eoordinati 
può in seguito fornire una proiezione ausiliaria che faccia ap- 
prezzare la forma del corpo nel modo migliore. 
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Abbiasi per esempio il sistema composto di una trave ver- 
ticale (P,// P ) (Fig. 80) e di tre più piccole travi (t, l ), t x e t 3 , 
aventi rispetto alla trave principale la inclinazione indicata da 
1 9 : Prendendo la superficie del suolo per coordinato orizzon- 
tale e il coordinato verticale parallelo a due faccie della trave 
(P,p'P), le projezioni del sistema si riducono a quelle indicate 
nella figura, cioè alle più semplici possibili. Esse sono per ve- 
rità sufficienti per conoscere gli elementi necessarii per la co- 
struzione del gruppo delle quattro travi, ma non ne offrono 
un' immagine chiara abbastanza per concepirne l' insieme. Can- 
giamo il sistema [0, V] dei coordinati nell'altro [0, FJ del 
quale il coordinato ausiliario V l sia definito dalla linea L x T v 
ed otterremo la proiezione ausiliaria p l P l , la quale rende i- 
nutile ogni spiegazione sulla posizione relativa dei pezzi compo- 
nenti il sistema. 

132. Eskrcizii. 1.° Costruire le projezioni d' un cubo collocato 
sopra un piano, dato per le sue traccie, e in modo che la diago- 
nale della sua base sia inclinata di 45* sulla traccia orizzontale del 
piano. 

2. ° Costruire le projezioni d* un tetraedro collocato sopra un 
piano parallelo alla linea di terra, e in modo che uno dei lati della 
base sia orizzontale. 

3. ° Costruire le projezioni d' un prisma avente ]>«-r base un 
pentagono regolare dato, o le costole parallele ad una retta data e 
d'una lunghezza data: supponendo questo prisma collocato sopra un 
piano di cui la traccia orizzontale è inclinata di 45° sulla linea di 
terra, e che fa col coordinato orizzontale un' angolo di 30°. 

4. ° Costruire le projezioni di una piramide esagonale collo- 
cata sopra un piano dato per le sue traccie, conoscendo la proie- 
zione orizzontale della sua base, e le due projezioni del vertice. 

Si cerchi di poi V altezza vera della piramide e la vera gran- 
dezza della sua base. 
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CAPITOLO X. 
Poliedri regolari. 

133. Con poligoni regolari di cui il perimetro è incontrato 
da una linea retta in due soli punti, non possono comporsi più 
di cinque poliedri regolari ; le faccie dei quali o sono triangoli 
equilateri o quadrati o pentagoni regolari, e gli angoli sono 
formati da tre, quattro o cinque angoli piani. Questi poliedri 
sono il Tetraedro, V Essacdro, V Ottaedro, il Dodecaedro, e 1' I- 
cosaedro. Ma dacché i Geometri più distinti del nostro secolo 
intrapresero nuovi studii sulle proprietà dei poligoni e partico- 
larmente di quelli che derivano dai precedenti congiungendone 
i vertici di 2 in 2, di 3 in 3 ec, Poinsot trovò altri quattro 
poliedri regolari tre dei quali distinse coi nomi di Dodecaedri 
stellati, di seconda di tersa e di quarta specie, e il quarto con 
quello d* Icosaedro della settima speda: chiamando poliedri re- 
golari di prima specie i cinque antichi sopra rammentati ('). 

Problema 1. Dato il lato del Tetraedro regolare di prima spe- 
cie costruirne le proiezioni. (Fig. 81). 

134. K terminato questo corpo da quattro triangoli equilateri 
eguali, ed ha quattro angoli triedri e sei costole. 

Col lato dato costruiremo sul coordinato orizzontale un trian- 
golo equilatero A fi C ài cui un lato A i?sia perpendicolare alla 
linea di terra. Le altre tre costole del solido concorrenti nel quarto 
vertice, essendo ugualmente inclinate sullo stesso coordinato ed a- 
vendo egual lunghezza, si proietteranno sulle bisettrici degli an- 
goli del triangolo A B C, e il loro punto di concorso D sarà la pro- 
iezione orizzontale del quarto vertice. Se ne troverà facilmente la 
projezione verticale D osservando che la costola projettata in CD 
resulta parallela al coordinato verticale, e deve in conseguenza 
proiettarsi su questo nella sua vera lunghezza. Prolungheremo 

(*) Vedasi Amiot. Geometria Elementare con note del Prof, Novi, 
pag. «J3 e toglienti, c Nota II. p:»g. 389. 
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perciò la CD, e riporteremo *.tt di essa in Cd il lato A C del 
solido ; projetteremo d in (/ sopra L 2\ e mercè V arco di circolo 
descritto col centro in C e col raggio C d determineremo 
sulla perpendicolare ad L T, tirata per D, il punto D cercato. 
Allora il triangolo B' T{ C sarà la projezione verticale del te- 
traedro. 

Problema II. Dato U lato dell' Essacdro regolare di prima spe- 
cie costruirne le proiezioni (Fig. 82). 

135. Questo solido è terminato da sei quadrati eguali, ed ha 
otto angoli triedri e dodici costole. 

Col lato dato costruiremo sul coordinato orizzontale un qua- 
drato A £ CD avente i lati paralleli e perpendicolari alla linea 
di terra; ed esso sarà evidentemente la projezione orizzontale di 
tutto il solido. Sulla projezione verticale A B del quadrato 
A B C D costruiremo il quadrato A B C D , e questo ne sarà 
la projezione verticale. 

Problema III. Dato iì lato delV Ottaedro regolare di prima spe- 
cie costruirne le proiezioni (Fig. 83). 

136. È questo solido terminato da otto triangoli equilateri 
ed ha sei angoli tetraedri e dodici costole. Esso può conside- 
rarsi come formato di due piramidi regolari a base quadrata 
sovrapposte 1' una ali 1 nltra colle loro basi, onde ogni faccia 
triangolare della prima resulterà parallela ad una faccia della 
seconda. 1 

Prendasi il coordinato orizzontale parallelo alla base co- 
mune delle due piramidi ; questa avrà allora per projezione il 
quadrato A BC D di lato eguale a quello del solido, e le otto 
faccie di esso saranno projettate due a due in ciascuno dei quat- 
tro triangoli in cui le diagonali B D, AC dividono il quadra- 
to; gli altri due vertici saranno projettati in V. Costruiamo il 
quadrato per modo che una delle diagonali BD sia parallela 
ad LT. e supponiamo che il vertice della piramide inferiore si 
trovi sul coordinato orizzontale : la sua projezione verticale sarà 
V, e quella del vertice corrispondente a B si troverà sopra 
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una perpendicolare ad IT tirata per B ad una distanza da 
V eguale al lato del solido, poiché la costola progettata in 
VB è parallela al coordinato verticale. Faremo dunque cen- 
tro in V e con un raggio eguale ad A B descriveremo un' ar- 
co, il quale taglierà in B la perpendicolare predetta, e 
B 1 V sarà la proiezione verticale di quella costola. Tireremo 
per B una parallela ad L T, per D una perpendicolare fino 
ad incontrare la retta precedente in D' ; la retta B' D sarà 
proiezione verticale della base comune delle due piramidi, e 
il triangolo D' V B quella della piramide inferiore. È facile 
ora comprendere come la piramide superiore avrà per projezione 
verticale il triangolo simmetrico D' V" B, e dimostrare che la 
figura V B V D' è un quadrato eguale all' altro A B CD. 

Problema IV. Dato il lato del Dodecaedro regolare di prima 
specie, costruirne le projezioni (Fig. 84). 

137. Questo solido è terminato da dodici pentagoni regolari 
eguali, ed ha venti angoli triedri e trenta costole. 

Immaginiamo costruiti sui lati d'un pentagono regolare e 
sul piano di questo, cinque altri pentagoni regolari; e di poi 
supponiamo che essi ruotino attorno ai lati del primo finche 
sieno due a due venuti a congiungersi lungo una costola comu- 
ne Otterremo una superficie poliedrica aperta, terminata da un 
contorno rettilineo ad angoli eguali salienti e rientranti facile 
a concepirsi, e sarà la metà di quella del poliedro in quistione. 
Concepiamo una seconda superficie poliedrica identica alla pre- 
cedente: gli angoli salienti di questa potranno coincidere con 
quelli rientranti dell'altra, e viceversa; onde le due superficie 
congiungendosi insieme lungo il contorno rettilineo che le ter- 
mina ne formeranno una sola chiusa, che è quella del dode- 
caedro, resultando paralleli fra loro i pioni dei due pentagoni 
centrali, coi lati inversamente situati. Però una tale disposi- 
zione non è propria soltanto de' due pentagoni considerati, ma 
è comune anche agli altri a cagione dell'eguaglianza di tutti 
gli angoli diedri del solido. 

Ciò posto prendasi il piano d' uno dei pentagoni centrali 
ab ed e per coordinato orizzontale, e dispongasi per modo che 
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il suo lato ab sia perpendicolare alla linea di terra. 1 piani 
progettanti delle costole lungo le quali congiungonsi i cinque 
pentagoni laterali resultano Dissettori dei diedri corrispondenti, 
e perciò queste costole avranno le loro proiezioni orizzontali sui 
prolungamenti dei raggi o a, o b, o c, o d, o e della circonferenza 
circoscrìtta ad ab ed e. Se dunque s' immagina quello di que- 
sti pentagoni che ha per lato a b abbattuto sul coordinato o- 
rizzontale in abtnpn, e quindi supponesi che ritorni con un 
moto di rotazione attorno a b alla primitiva posizione, i vertici 
mi ed n e p descriveranno archi paralleli al coordinato vertica- 
le, ed aventi le loro projezioni orizzontali sopra linee rette pa- 
rallele ad L T ; onde i punti f ed h nei quali queste rette 
incontrano i prolungameuti dei raggi o b, o a saranno projezioni 
orizzontali delle posizioni prese dai vertici m ed n a movimento 
compiuto; le rette b /', ah saranno quelle delle due costole 
lungo le quali il pentagono abmpn è congiunto coi due pen- 
tagoni contigui. Frattanto mentre in f ed h si hanuo le proje- 
zioni dei vertici di due angoli rientranti della superficie po- 
liedrica inferiore, essi sono al tempo stesso le projezioni dei 
vertici di due angoli salienti dell' altra superficie poliedrica che 
insiste superiormente alla prima ; per conseguenza la proiezione 
orizzontale della posizione presa dal vertice saliente p, dovrà 
trovarsi distante dal centro o di una quantità o g l r= o /"accioc- 
ché essa corrisponda a quella del vertice d' un angolo rientrante 
della superficie poliedrica superiore. I tre punti/", g v h dovranno 
dunque trovarsi sopra una circonferenza concentrica all'altra 
di raggio o a che contiene i vertici del poligono centrale ab e de, 
e sopra di essa si troveranno pure le projezioni orizzontali di 
tutti gli altri vertici dei due contorni rettilinei da cui le due 
superfìcie poliedriche sono terminate. La retta d x g v sarà perciò 
proiezione orizzontale d' uua delle cinque costole che hanno per 
estremi i vertici degli angeli rientranti della superficie polie- 
drica superiore; e in d t punto di mezzo dell'arco a 6 si pro- 
jetterà un vertice del pentagono centrale di quest' ultima. 1 
scrivasi nella circonferenza o a questo pentagono d, c, b t o A e v ; 
tirinsi pei vertici rimanenti di questo e dell' altro abede al- 
trettante rette fra le due circonferenze dirette tutte al centro o, 
ed otterremo la completa proiezione orizzontale del solido. 
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Per costruirne la projezione verticale, basta osservare che 
il poligono ab c d e si projetta sulla linea di terra in a' c d\ 
che i vertici degli angoli rientranti dei due contorni rettilinei 
più volte rammentati, e il poligono a k b k c, d i e K si precetta- 
no sopra tre rette parallele alla stessa linea. La proiezione 
verticale comune dei due archi descritti dai vertici m ed n del 
poligono abtnpn, avendo per centro o e per raggio a'tn' de- 
termina sulla perpendicolare ad L T condotta per f il punto f 
projezione verticale dei due. vertici f ed h ; quindi sopra f g 
parallela ad L T si troveranno la projezione verticale i' di i ed l , 
e quella g' del vertice g. La projezione verticale dell' arco de- 
scritto dal vertice p del medesimo pentagono abmpn, avente 
per centro a' e per raggio a' p' determina sulla perpendicolare 
ad LT condotta per g % il punto g t projezione verticale del 
vertice g x ; e quindi sulla parallela ad L T condotta per g' , 
pi troveranno la projezione verticale X x elei vertici Z, ed t tl e 
quella f \ dei vertici Ai ed f x . Se ora sopra o o" perpendico- 
lare alla linea di terra condotta per o, prendesi il punto o" 
distante da f \g\ quanto o è distante da f g' , sulla parallela 
ad L T condotta pero" si troveranno la projezione verticale <Z', 
del vertice d x . e le altre c', dei vertici c, , e, , ed a' T dei ver- 
tici «, . /»( del secondo pentagono centrale a l b l c t d t ei . I due 
pentngoni a f l' , i' c', c' i' f , g d' formano la projezione verticale 
della superficie poliedrica inferiore, e gli altri due f ' g' \ d ' , c \ V 
' i c i fi * formano quella della superficie poliedrica superiore. 

Il disegno sarà esatto, se troveremo in linea retta i tre 
punti f\ g i e gli altri tre q f t f , , a',, e se queste due linee 
rette resultano parallele. Dovranno pure resultare parallele fra 
loro le linee rf d\ g' x d \ ; c'i', c, l\\ f , »',/"' V i . Ed inoltre 
potendo due faccie qualunque opposte del dodecaedro essere prese 
per faccie centrali di superficie poliedriche identiche a quelle 
da noi considerate per costruirne le proiezioni, se osserviamo che 
le due rette a g' 1ì g a' \ rappresentano due faccie opposte per- 
pendicolari al coordinato verticale, dovremo trovare la loro di- 
stanza v' v" —. o' o' ; e i tre punti c', l\,d\ come gli altri 
trec',, i\d' situati su due rette perpendicolari a v' v", e fra 
loro distanti quanto lo sono le altre due. f g\f\g \. 
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Problema V. Dato il lato dell' Icosaedro regolare, di prima spe- 
cie costruirne le projezioni. (Y\g. 9>h\ 



138. Questo solido è terminato da veliti triangoli equilateri; 
ha dodici angoli pentaedri e trenta costole. 

Dal centro di un pentagono regolare costruito col lato del 
solido immaginiamo condotta una perpendicolare al suo piano, 
e su questa si prenda un punto tale che la sua distanza da 
un vertice del pentagono eguagli il lato. Unendo quel punto 
con tutti i vertici avremo un angolo pentaedro terminato da 
cinque triangoli equilateri eguali fra loro. Sopra ogni lato del 
pentagono e sullo stesso suo piano immaginiamo costruito un 
triangolo equilatero, e supponiamo di poi che ciascuno ruotando 
attorno alla sua base dalla parte opposta al vertice dell' an- 
golo pentaedro, venga ad inclinarsi sul piano del pentagono 
d' un angolo eguale a quello che fauno fra loro le faccie del 
pentaedro : otterremo una superficie poliedrica aperta che chia- 
meremo 6', formata da dieci triangoli equilateri e terminata da 
un contorno rettilineo ad angoli rientranti e salienti fra loro 
eguali. I vertici dei primi coincideranno con quelli del penta- 
gono base del pentaedro suddetto; i vertici dei secondi saranno 
evidentemente quelli d' un altro pentagono regolare eguale e 
parallelo al precedente ma disposto in modo inverso. 

Immaginiamo ora una seconda superficie poliedrica »S" iden- 
tica ad S\ essa potrà con quella congiungeryi lungo il contorno 
rettilineo dal quale sono terminate, ed ambedue formeranno una 
superficie interamente chiusa composta di venti triangoli equi- 
lateri, che è quella dell' Icosaedro. 

Pongasi il vertice dell' angolo pentaedro della superficie S 
in (s, s') sul coordinato orizzontale che scieglieremo parallelo 
al piano del pentagono base dell'angolo: la projezione orizzon- 
tale di esso sarà il pentagono regolare al/c d e, di cui suppor- 
remo perpendicolare ad LT i\ lato a b eguale al lato del solido. 
Congiungendo con s i punti a, b, c, d } e avremo la projezione 
orizzontalo del pentaedro. I vertici dei cinque triangoli aventi per 
basi i lati ab, bc, ed, de, e a formando un pentagono eguale 
e parallelo ad ab ed e, ma disposto in modo inversQ, avranno 
per projezioni orizzontali i punti di mezzo degli archi a b, b c 
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della circonferenza circoscritta ad ab ed e. onde il poligono 
a l b l c l d l e ì sarà projezione della base del pentaedro corrispon- 
dente alla superficie poliedrica S'. Tirando ad x , t^ò; be x , 
e x c; ca x , a x d; ... i triangoli che ne resultano ad x b,b e x c, 
ca x d . . . saranno projezioni orizzontali dei cinque triangoli sud- 
detti, e insieme coi cinque nei quali è decomposto il pentagono 
abede costituiranno la projezione orizzontale della superficie S; 
quella della superficie S' è manifestamente costituita dai cinque 
triangoli in cui il pentagono d, b x c x d x e x è decomposto dalle 
rette congiungenti s con o A , b v c v d v e v e dagli altri cinque 
b x d a v b x e c v c l a d l% d L b e v e x c a v 

Per costruire la projezione verticale del solido immagine- 
remo dapprima abbattuto il piano del triangolo s ab sul coor- 
dinato orizzontale prendendo per asse di rotazione la retta s s'. 
Le projezioni orizzontali degli archi di circolo descritti dai 
vertici 6 ed a saranno due rette bm ed an parallele alla linea 
di terra, di cui la lunghezza verrà determinata da quella del 
lato del solido dovendo essere a questo lato eguale la ms. 
Nella posizione smn del triangolo il lato mn avrà per proje- 
zione verticale il punto m' della linea di terra; talché se fac- 
ciami ritornare il triangolo alla posizione primitiva, 1' arco 6 
di centro s' e di raggio s' ni sarà la projezione verticale di 
quelli descritti dai punti ò ed o, e quindi il punto 6' in cui in- 
contra la perpendicolare alla linea di terra condotta per 6 sarà 
projezione verticale del lato a b. Una parallela ad L T condotta 
per b sarà il luogo della projezione verticale della base del. pen- 
taedro appartenente alla superficie S, c la projezione di questo si 
comporrà dei due triangoli contigui b s' c', c' s' d'. Il triangolo 
projettato in abd l è in un piano perpendicolare al coordinato 
verticale, onde la sua projezione sarà una linea retta di lun- 
ghezza eguale, alla sua altezza. Può quest' altezza determinarsi 
in ho sul prolungamento di $d l} descrivendo col centro in b 
un arco di raggio b a. Trovato quindi sul prolungamento della 
d' b" la projezione o' di o, e descritto col centro in 6' V arco 
di raggio b' o', la perpendicolare ad L T condotta per d x de- 
terminerà su quell'arco il punto d' x projezione verticale di é x \ 
onde la setta b' d' x sarà la projezione verticale del triangolo 
rappresentato da abd x . Il punto d' x fa conoscere l'altezza dei 
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Tortici dei cinque triangoli costruiti sui lati del pentagono base 
del pentaedro (s, s) ; le proiezioni verticali di essi si troveran- 
no perciò sopra una parallela ad L T condotta per d t . e sa- 
ranno d ' i , e' x o' |. 

Abbiamo già notato che i medesimi vertici sono quelli del 
pentagono base del pentaedro corrispondente alla superficie S J ; 
il vertice (s, s' ') di questo si troverà prendendo sulla verticale 
del punto s, la distanza %" s" eguale ad s' i ; e la sua proie- 
zione verticale si avrà congiungendo s" con d\,e v à l . 

La posizione relativa delle faccie dell' Icosaedro da modo di 
verificare V esattezza del disegno. Così il triangolo (a b d v b' d',) 
essendo parallelo al triangolo (o A b x d, a\ d') ed ambedue in 
piani perpendicolari al coordinato verticale, dovrà la retta V d' t 
resultare parallela ad a' l d' . Per ragioni consimili resultano 
parallele le rette i b' ed s" a\, s' d' ed s d' 

Problema VI. Costruire le proiezioni del Dodecaedro stellato 
della seconda specie (Fig. 86). 

139. Questo solido può derivarsi dal dodecaedro di prima 
specie, mercè il prolungamento di tutte le sue costole. 

Costruiscansi, comealN. 0 137, le proiezioni abed egf x li h x , 
a ' tf i & i ° i & un dodecaedro di prima specie ; e conside- 
rando la sua faccia superiore (o 1 b x c l d x e l , a' x d' x ) se ne pro- 
lunghino i lati fino al reciproco loro punto d' incontro : trove- 
remo il pentagono stellato (o qnp m, in' p') che sarà una prima 
faccia del solido in quistione. Facciasi lo stesso pel poligono 
(a x b x f x g h v à x g), e si avrà un secondo pentagono stellato 
(o q tilt s n v n , s) del quale due lati m l q ed n x o concorrono ne- 
cessariamente nei vertici o e q del pentagono stellato precedente. 
Si ripeta questa costruzione per tutte le altre faccie del do- 
decaedro di prima specie, e ne resulteranno immediatamente 
le projezioni indicate dalla Fig. 8G. 

È evidente che tante faccie, e tante' costole ha questo so- 
lido quante ne aveva il Dodecaedro di prima specie da cui è 
derivato; ma non può dirsi lo stesso dei vertici. Poiché in gra- 
zia della specie delle faccie i prolungamenti delle costole si 
aggruppano cinque a cinque in dodici punti (s, s'), (s, $"), 
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(n, m ) (.prf) i) . ili cui ciascuno viene a resultare vertice 

(V un angolo pentaedro di prima specie insistente sopra una 
faccia del dodecaedro primitivo. Se ne conclude che il dodecaedro 
stellato di seconda specie ha dodici angoli pentaedri di prima 
specie e trenta costole. 

I due vertici (s, s ), (s, $' ), e gli altri dieci di cui le pro- 
jezioni orizzontali si trovano tutte sopra una medesima circon- 
ferenza di raggio s m divisa da essi in parti eguali, apparten- 
gono ad un Icosaedro di prima specie. Immaginando infatti con- 
giunto un vertice qualunque (p , p a ) coi cinque più vicini («, ni). 
(ro , »»'), (g 4 , a), (o r a ), (s, s ') si hanno cinque triangoli 
evidentemente eguali ed equilateri riuniti nel punto (p i: p\) 
di cui le basi formano il pentagono (mnq 1 so ì , s m' ). 
Ora questo pentagono è piano poiché si projetta verticalmente 
in linea retta; ha gli angoli eguali perchè considerando i due 
triangoli progettati in n s q x e q x s o, è facile a vedersi che 
essi hanno il lato sq x a comune, e gli altri due lati s o v q l o t 
respettivamente eguali ad s q x ed sn : dunque V angolo OjSjj 
è eguale all'angolo s q x n, ed il pentagono è regolare; perciò 
il vertice (p lì p' x ) è quello d'un pentaedro regolare di prima 
specie ed appartiene ad un Icosaedro avente per lato (sp v s" p x ). 

Ne segue c\w il Dodecaedro stellato di seconda specie può 
derivarsi pure dall' Icosaedro di prima specie, riunendone i 
vertici cinque a cinque per modo da formare tanti pentagoni 
di seconda specie. 

Problema VII. Costruire le projeziom del Dodecaedro regolare 
della tersa specie (Fig. 87). 

140. Abbiamo veduto al N.° 1 38 come nel Dodecaedro di prima 
specie sieno le opposte faccie parallele due a due, e come cia- 
scuna di esse sia circondata da cinque altre faccie eguali ed 
egualmente inclinate. Se prolungasi il piano di ogni faccia fino 
all' incontro di quelli delle cinque che circondano la faccia op- 
posta si ha il Dodecaedro regolare della terza specie. 

Sia (abedef ghil,a c f a' \c\f x ) il dodecaedro primi- 
tivo: consideriamo la faccia superiore orizzontale (ab ed e, c' a') e 
i cinque pentagoni circondanti la faccia opposta ad essa che sono 
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projettati verticalmente sulle rette c \ f l% e sopra i due penta- 
goni b' , c' L h g' i l' , a t b ' L V i' 4 f. È evideute che le loro 
intersezioni con la prima saranno parallele respettivamente ai 
lati della faccia poligona sui quali insistono ; onde il punto in 
che si trova prolungando c \ f\ fino all'incontro del prolunga- 
mento di c a sarà projezioue verticale della intersezione de- 
terminata dal piano della faccia c f , la quale avrà per proie- 
zione orizzontale la mu parallela a c l d k . Il proluugamcnto del lato 
(c t >, c'i /»') la incontra in (n, tri), e come è comune alla faccia 
contigua (b l Ci ig L l, b\ c i h' g 1 A l \ cosi il punto («, m') appar- 
terrà pure alla intersezione di questa ultima faccia con V altra 
a' e', la quale sarà perciò precettata in n o parallela a c x b L . Per la 
stessa ragione il punto (w, fri) determinato dal prolungamento del 
lato (di h, c'i h) apparterrà alla intersezione della terza faccia 
avente quel lato a comune con la prima ; ed essa sarà precettata in 
ni q parallela a d l e t ,ec: continuando in questo modo troveremo il 
pentagono regolare di prima specie (»»« o p q, tri p) determinato sul 
piano a' c' dalle cinque faccie considerate. Un poligono identico 
è evidentemente determinato sul piano c , a , dalle cinque fac- 
cie circondanti la faccia a c ; la sua projezioue orizzontale sarà 
il pentagono m l n l o l p l q l , di cui i vertici si troveranno al 
mezzo degli archi che nella circonferenza circoscritta al pen- 
tagono mnopq sono sottesi dai lati di questo ; e la sua pro- 
jezione verticale sarà tri \p v I due pentagoni trovati sono due 
faccie del solido in esame. 

Consideriamo ora una delle faccie perpendicolari al coor- 
dinato verticale, per esempio, la (c L d A hf x i, c\f x )'. la sua op- 
posta sarà (cdh l fi v c'f), eie cinque, che questa circondano, 
saranno (ab ed e, a' e) e le altre verticalmente projettate due a 
due su ciascuno dei pentagoni V c' %' x l' g\, a' X V X V i\f . Un 
punto della intersezione della faccia considerata con quella proget- 
tata in a' c' è evidentemente («, tri), un secondo punto è (w, to') : 
quindi (n m, tri) parallela a (e rf, c') sarà la intersezione cer- 
cata ; e come le altre intersezioni debbono resultare parallele agli 
altri lati del poligono cdh ì fi v così il pentagono (ntno L sq v tri s'j) 
sarà il resultato delle cinque intersezioni, ed una terza faccia 
del solido. 

Lo stesso processo applicato alla faccia opposta (c dh L fi l , e f ) 
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fa trovare il pentagono identico (n 1 m x o s q. t/t, s ). Continuando 
in simile modo sarà facile ritroTare che attorno a ciascuno dei 
vertici (s, s'\ (s, s \) e a ciascuno degli altri dieci determinati 
dai due pentagoni (mi nopq, m' p), (m i n l o l p l q, m \p' J 
si aggruppano cinque pentagoni eguali della prima specie, aventi 
due a due un lato a comune. 

Il solido viene per tal modo ad avere dodici faccie penta- 
gone di prima specie, trenta costole, e dodici angoli pentaedri 
di seconda specie di cui ciascuno insiste sopra una delle faccie. 

Un vertice qualunque (s. s) del Dodecaedro regolare di terza 
specie può essere quello d' un Icosaedro di prima specie del me- 
desimo lato. Poiché 1' angolo solido 0, s ) è evidentemente un 
pentaedro formato da cinque triangoli equilateri eguali ed avente 
per base un pentagono regolare (mi n o p q, mi' p ) di prima spe- 
cie; e per conseguenza il Dodecaedro di terza specie può anche 
derivarsi da un' Icosaedro di prima specie, di cui si congiun- 
gano i vertici cinque a cinque per modo da formare dei pen- 
tagoni di prima specie. 

Problema Vili. Costruire le projezioni del Dodecaedro stellato 
della quarta specie. (Fig. 88.). 

141. Questo solido deriva dal Dodecaedro di prima specie, 
del quale si riuniscono i vertici cinque a cinque. 

Sia (ab c d d x , mi, q m q x , a' d' mi' d k d\ tri 4 ) il Do- 
decaedro primitivo : uno qualunque dei suoi vertici, per esempio, 
(a, a ) può dar luogo a sei soli pentagoni regolari mercè V li- 
mone suddetta. K>si sono i tre pentagoni di prima specie 
(a p e x b x n, d pé x a x n'), (a c o x b L q- v a e p\ a' & ft'.), 
(ani 1 c l o l d, d m' x e' x p' x d ), e i tre stellati aventi li stessi 
vertici dei precedenti, e per projezioni orizzontali a e L n p b v 
ao l q l cb v ae l dm x o v 

I primi tre poligoni hanno tutti i lati eguali essendo cia- 
scuno la diagonale di una delle faccie del dodecaedro primitivo ; 
hanno le tre diagonali ae v ao v ab x eguali fra loro, conr è 
dimostrato ad evidenza dalle respcttive projezioni verticali d é , 
dp'i, a d \\ dunque i poligoni stessi sono regolari, e tali sa- 
ranno gli altri tre pentagoni stellati perchè hanno comuni con 
quelli i vertici. 
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I primi non hanno costola comune, i secondi si intersecano 
seguendo le rette (fi u, a' u ), (a s, a s ), (« t\ « r i con cui for- 
mano 1' angolo triedro in (a, a ) avente per base il triangolo 
(uv s. ri v' $'). 

Ripetendo le medesime costruzioni pei tre pentagoni di se- 
conda specie ai quali può appartenere ciascuno degli altri di- 
ciannove vertici del dodecaedro primitivo, si ottiene il dodecaedro 
stellato di quarta specie rappresentato nel modo che la Fig. 88 
dimostra. Questo solido ha dunque venti angoli triedri, dodici 
faecie pentagono di seconda specie e trenta costole. 

I venti triangoli che servono di base ai triedri del solido 
sono le faccie d' un icosaedro (smvu, v i . suri , g', u\ri). 
Considerando ora che i lati del triangolo baso del triedro (u. a ) 
sono comuni ai tre pentagoni aventi per projezioni verticali 
ri s' ri v' i ri i , ri r v' , s' , ri , . v $ ri ri iv\e che le costole del 
triedro sono i prolungamenti dei lati n\ « , ri V v ri h di qu.-i p< n- 
tagoni, ò facile concluderne che il dodecaedro di qurrta spe- 
cie può derivarsi ancora dall' Icosaedro di prima specie, nel 
quale si prolunghino i lati dei pentagoni che hanno costala co- 
mune coi lati di ciascuna faccia triangolare dell' Icosaedro me- 
desimo. t 

Tuoblkma IX. Costi iùre Ir, protezioni dell' Icosaedro regolare di 
settima specie. (Fig. K9\ 

142. Questo solido deriva dall' Icosaedro di prima specie, 
del quale si riuniscono i vertici tre a tre per modo da otteuere 
de' triangoli equilateri. Havvi uu solo mozzo di effettuare questa 
operazione, ed è quello di prendere por lati dei triangoli le retto 
più corte che si possono condurre tra i vertici doj>o quelle che 
sono lati delle faccie dell' Icosaedro primitivo. 

Abbia questo per projeziono orizzontale la figura s ab ed e, 
e per proiezione verticale s' b' x à™ s\ b' d r Consideriamo il ver- 
tice (s, s'); i triangoli equilateri che possono formarsi sono i 
cinque seguenti, cioè (c s e. s' c ) , (e s b. e s b ) , (b s d, b s' d) . 
(dsa, d s b), (a se, b' s' e). Tutti i lati di questi triangoli 
sono eguali fra loro, perchè ciascuno è diagonale di uno dei 
pentagoni che sono basi dei pentaedri costituenti il solido pri- 
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mitivo.Cosi il lato c s è diagonale ilei pentagono projettato in 
c a 1 sd t b: tale è il lato re rispetto al pentagono e se b 1 a v 
e qpsì il lato se rispetto al pentagono projettato in e l sa l de: 
dunque i cinque triangoli sono equilateri. Inoltre le loro basi 
formano il pentagono di seconda specie (cebda. d b)\ hanno 
per lati comuni $ c, s d , s e. s a.sb, quindi formano costole 
seguendo queste rette, e danno luogo ad un pentaedro di se- 
conda specie avente per vertice il punto (s, s ) e per base il 
pentagono suddetto. Ogni altro vertice dell' Icosaedro primitivo 
appartiene ad un pentaedro della stessa specie. Così il vertice 
(a v b\) appartiene al pentaedro formato dai cinque triangoli 
(ea l d v e' b' l df l ) t (^8 a a , «i ■ s'iOi). 

(C! b a, , c , b' b' (6 e a v b' c b , ), i quali formano con le loro 
basi il poligono stellato ed l sc 1 b,e danno luogo alle costole 
a l e, a l c v a l d v a l b, a l a. 

Il solido ha perciò venti faccie triangolari, dodici angoli 
pentaedri di seconda specie e trenta costole. 

È da notarsi che la faccia (e l b a v V d'j) incontra la 
faccia (6 s d, b' $' d) seguendo la retta (m 6, m' b'), e l' altra fac- 
cia (e s ò, c s' b) seguendo la retta (w b, ri b ) ; che il piano della 
faccia (a 1 d x c, b' l c d \) incontra la faccia (c * e, s' c') seguendo 
la retta (qe,c ri), e la faccia (e s b, c s b) seguendo la retta . 
(pe, c c'j). Se continuiamo la ricerca delle intersezioni delle fac- 
cie del pentaedro (s, s') con quelle degli altri pentaedri aventi 
i vertici in (b v b \), (c l ,c' l ) ì d v d' x \ (e v c' i ) troveremo il po- 
ligono storto (mrqpuon, ni n' r' o c A « ) . di cui i vertici 
degli angoli salienti m,ti,o,p,q sono situati sul piano orizzon- 
tale ò'j d j , e quelli degli angoli rientranti r,u... sul piano pa- 
rallelo r'u . Ciascuno dei dodici pentaedri insiste sopra un poligono 
identico. I vertici degli angoli rientranti di questo poligono corri- 
spondono ad altrettante costole rientranti che resultano nel solido 
dalle intersezioni reciproche delle faccie d' uno stesso pentaedro. 
Così le faccie a x c A ò, o A rf, e del pentaedro (a i , 6 A ) si tagliano se- 
guendo la retta (ajO r b 1 o x ), le altre due cse, bsd si tagliano 
lungo la retta (s r x . s' e ). Segue da ciò che le due costole rien- 
tranti orizzontalmente progettate ina,.s si incontrano nel punto 
(r, r ) che sarà per conseguenza vertice comune dei due poli- 
goni storti dai quali si vedono terminati i due pentaedri con- 
siderati. 
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Dopo ciò è facile concepire la forma del poliedro di cui 
nella Fig. 89 abbiamo, per amore ili chiarezza, disegnati sol- 
tanto completamente i due pentaedri (rf, s), (*, §\). e degli 
altri le sole costole visibili per l' osservatore. (*) 

Sarà esercizio utilissimo pel lettore la ricerca delia promo- 
zione ausiliaria di ciascuno dei poliedri in questo capitolo stu- 
diati sopra un piano verticale diverso dal coordinato prescelto.' 
Basta perciò che egli operi per ogni vertice in modo identico 
a quello indicato al N.° 131. II. 



CAPITOLO XI. 
Sviluppo e rilievo dei poliedri. 



143. Immaginiamo che la faccia d'un Poliedro ruotando at- 
torno ad una delle costole venga a collocarsi nel piano delia 
faccia contigua avente con essa la stessa costola a comune : sup- 
poniamo di poi che il sistema di queste due faccio ruoti attorno 
ad un lato della seconda finché sia veuuto a collocarsi nel piano 
della faccia a cui questo lato pure appartiene; ammettiamo 
che tale operazione abbia avuto luogo fino alla penultima 
faccia del poliedro, e si vedrà essere sempre possibile disten- 
dere tutta la superficie d* un qualunque poliedro sopra un solo 
e medesimo piano senza alterazione veruna delle sue faccie e 
della lunghezza delle sue costole. Varieranno soltanto gli angoli 

(•) All' Esposizione nazionale dei prodotti industriali fatta in Fi- 
renze nel 1861 furono accolti nella Classe IX i modelli in legno dei 
quattro poliedri regolari di specie superiore tallititi ciascuno da un solo 
pezzo. Ora fanno parto della numerosa e bella raccolta dei modelli in 
legno e in sesso pur uso della Scuola di Geometria Descrittiva del R. 
Istituto tecnico della stessa città. I metodi geomotrici di taglio da me 
in quell' epoca ritrovati, che sono stati il soggetto di una nota comuni- 
cata alla R. Accademia d' Arti e Manifatture annessa all' Istituto medo- 
tfimo, non troverebbero qui luogo opportuno por essere svolti convenien- 
temente; ma nel Capitolo seguente farò vedere corno possono ottenersi 
facilmente i modelli in cartone. 

7. 
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di questo ultime; onde la furimi che verrà presa dalla sua su-, 
pcrficie sarà quella di un gran poligono diviso iu tanti poligoni 
eguali in numero e in figura alle faccio del poliedro. A que- 
sto gran poligono si dà il nome di sviluppo della superficie 
del poliedro. 

141. So una linea qualunque fosso tracciata sulla superficie 
del poliedro, potrà pure agevolmente trovarsi il luogo che pren- 
derà nello sviluppo, servendosi dei punti in cui essa taglia lo 
costole del solido. La nuova linea che si ottiene chiamasi tra- 
sformata della prima: avrà necessariamente la stessa lunghezza, 
ma gli angoli fatti dai suoi lati esseudo cambiati la sua fi- 
gura sarà pure necessariamente diversa. 

145. L' oggetto per cui si sviluppa la superficie d* un po- 
liedro è generalmente quello della costruzione del suo modello 
o rilievo. Perciò suole eseguirai lo sviluppo medesimo nel caso 
soltanto in cui non ha luogo addossamento delle sue parti, es- 
sendo allora possibile ottenere il rilievo del solido in un modo 
semplicissimo. Tasterà tagliare il foglio su cui è lo sviluppo 
disegnato lungo il suo contorno esterno, p piegare quindi le di- 
verse faccio lungo lo costole comuni e a .seconda della posizione 
nota ch'esso debbono occupare sul solido; facendo attenzione a 
questa posiziono, le grandezze respettive delle faccio serviranno 
a determinare gli angoli tutti del poliedro. 

PfiOBLEWA I. ('.istruire lo sviluppo e |l riliet o (V uva piramide 
di cui sodo date U proiezioni. (Fig. 00). 

14C. Sviluppo. È evidente che la superficie laterale d 1 una 
piramide si svilupperà in un poligono composto di tanti trian- 
goli consecutivi quante sono lo faccio che la formano; costruendo 
poi sopra uno «hi lati esterni di questo poligono un'altro po- 
ligono eguaio alla base della piramide si otterrà lo sviluppo 
totale della piramide stessa. 

Sia (Vale. V a b' e ) una piramide colla baso collocala 
pul coordinato orizzontalo. Conducasi per(K, V ) un piano MX 
parallelo ni coordinato vellicale, e su questo si abbattano le 
sue tre rottolo laterali prendendo per asso di rotazione la ver- 
ticale del vertice. Lo lunghezze vere di queste costole saranno 
V V h v Te,. 
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Sjpm il lato >' a', e colle rotto a b, e V b l - -(VI, V b) 
costruiscasi il triangolo V a , ; sopra il lato V b t o colle 
rette bc, e J' e, (T r e, 1' t ) costruitoci il triangolo 
Vb a c 9 ; sopra il luto )' c,e oon le rotte va. e T « : ( Fa, F a \ 
costruiscasi fiualmcuto il trìaugolo V c„ a„ : il poligono 
• V a 2 e„ b ? a x sarà lo sviluppo della superficie laterale della pira- 
mide «lata: Aggiungendo a questo il triangolo c 2 « 2 6 2 costruito 
sul lato 6 C c 2 cogli altri due lati della base avremo lo sviluppo 
totale del solido. 

Rilievo dllla Piramide. Ritagliando i! foglio mi cui e di- 
disegnato lo sviluppo lungo lo iutiero suo contorno: inciden- 
do di poi da una medesima parte e a metà di grossezza il 
foglio stesso lungo le retto V c„, )' b , i\ 2 b. 2 \ i due triangoli 
V'c s a n , 6 f a' j potranno facilmente ruotare attorno alle pri- 
me due rette, e congiungersi lungo la retta nella quale coincidono i 
lati V a 2 . V a r Si farà ruotare allora il triangolo a„ t\, 6 2 
attorno c & 2 . e il vertice a , vorrà a cadere nel punto in cui 
hanno coinciso gli altri due a , a ,. 

147. Osskkvazionk. Se la piramide fosse regolare i vertici 
« 2 ' c a»^2< ft i v iluppo della sua superficie laterale si tro- 
verebbero tutti sopra uu 1 arco di circolo descritto con raggio 
eguale ad una delle costole laterali. La costruzione quindi di 
tale sviluppo resulterà estremamente semplice. 

148. Lemma. Ogni Ultra poligona tracciata s.-ifa superficie 
d'un prisma, ed i cui lati fanno un medesimo angolo colle co- 
stole laterali di esso ha per trasformata una linea retta sullo 
sviluppo. (Fig. 91). 

Sia AB CD H A l una superficie prismatica, ed ab ed e 
una linea poligona tracciata sopra di essa per modo che i suoi tratti 
rettilinei ab.be, ed . . . facciano con le costole B B v CC V 
D D l . . . un medesimo angolo a. 

Quando la faccia EDD X E L ruotando attorno D D l sarà 
venuta in E 2 D D 1 E' 2 il lato d e avrà presa la posizione d c l ; ma 
siccome 1* angolo D 1 i r, è eguale all'angolo C\cd è evidente 
ohe si avrà e d D t -+- D x d e t — 180°, e per conseguenza i lati 
esterni e d e d c L saranno in linea retta. Parimeute allorché il 
piano C i E 3 , ruotando attorno C L C si sarà disposto sul pro- 
lungamento del piano B, C, il tratto rettilineo f d e, coinciderà 
col prolungamento di 6 e , ote. , 
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149. Osservazione. Se l'angolo ce è retto ha luogo la stessa 
cosa, ma la figura poligona ab e de è in tal caso interamente 
situata sopra un piano . e confondesi con una delle infinite 
sezioni rette del prisma; mentre in ogni altro caso i lati della 
figura non possono trovarsi tutti in un medesimo piano. 

Conducansi infatti per un punto qualunque a à" una delle co- • 
stole tre rette a m, an, ap parallele a tre lati qualunque della fi- 
gura in questione, e per un altro punto o della medesima co- 
stola un piano a questa perpendicolare. Se le tre rette consi- 
derate sono incontrate da quel piano nei punti tn, n e p le 
lunghezze am, an .ap resulteranno eguali, poiché fanno tutte 
lo stesso angolo a con a o. Ne consegue adunque che i tre punti 
m, n, p non possono trovarsi in linea retta, e quindi nemmeno 
le rette am, an, ap in uno stesso piano. 

Problema IL Costruire lo .sviluppo e il rilievo oV un prisma, di 
cui sono date le proiezioni. (Fig. 92;. 

150. Sviluppo. Sieno ab e de f. a' b' c d e' f le projezioni 
di un prisma avente una posizione qualunque rispetto ai coor- 
dinati, ma colla base ab e situata su quello orizzontale. 

Cambiando il verticale in un' altro L ì T k parallelo alle co- 
stole del prisma, se ne costruirà la nuova projezione verticale 

& i c i e 'i T i • d e N a <l ua l e un P unto e i si tr( > v a riportando sulla 
perpendicolare ad L x T x condotta per e la lunghezza h x e' x — h e 
e che servirà a manifestare la lunghezza effettiva c' x e' \ di 
tutte le costole. Cambiando di poi il coordinato orizzontale in 
un' altro piano L 9 T % perpendicolare alle costole, la nuova 
projezione del prisma sarà il triangolo o 1 6 l c 1 , di cui un ver- 
tice qualunque si trova riportando sulla perpendicolare ad Z, 2 1\ 
condotta per b' x la lunghezza i b ì = bb' y 

Ora il triangolo a l b l c l è la sezione retta del prisma, ed 
i suoi lati ci somministrano V altezza dei parallelogrammi com- 
ponenti la sua superficie laterale. Se dunque sopra L 2 T 2 o 
sopra un' altra retta qualunque ad essa parallela, come M N, ai 
riporteranno, a partire da un punto m x le lunghezze m n — b. c., 
no — c ì a ì , op = a l b l , le perpendicolari ad M N condotte 
per i punti m. », 0 , e p f e le parallele ad essa condotte per 
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le estremità delle costole b' lt c \, a \, / x , e , , d , determi- 
neranno evidentemente la figura b 3 c 2 a 2 b s f % d 2 c 2 /'., , elio sarà 
lo sviluppo della superficie laterale del prisma. Unendo a «me- 
sto i due triangoli a 2 r 2 6 3 . d a c 9 f 3 costruiti sui lati a n r, t . <t 2 c, 
cogli altri due lati delle basi si avrà il completo sviluppo del 
solido. 

Rilievo del Prisma. Ritagliato il foglio luogo il contorno 
b Q r 8 h 3 a 2 b 2 f 2 d 2 /" 3 e 2 f 2 , lo h inciderà a mezza grossezza lungo 
i lati del parallelogrammo a 2 c 2 e „ rf, , e dalla medesima parte. 
Allora gli altri due parallelogrammi c 3 / 2 , a, / 2 , non che i triangoli 
0,( 3 c„, e„d 2 f n potranno ruotare attorno ai lati che hanno a 
comune col parallelogrammo predetto, per formare il rilievo 
domandato. 

Problema III. Datele projeeioni del tetraedro regolare costruirne 
lo sviluppo e il rilievo. 

151. Sviluppo. Considerando tre dei quattro triangoli che 
compongono la superficie di questo solido, per esempio quelli 
progettati orizzontalmente in A DB, B D C, ODA, ( Fig. 81), 
è facile a vedersi che lo sviluppo può ottenersi facendo ruotare 
ciascuno di essi attorno al lato che hanno a comune col quarto 
triangolo. Avremo allora in ciascun vertice di quest' ultimo tre an- 
goli eguali la cui somma equivale a 180°, e per conseguenza i lati 
esterni de* due angoli laterali dovranno resultare in linea retta. 

Quindi ad ottenere lo sviluppo richiesto basterà costruire 
un triangolo equilatero abe (Fig, 93), il cui lato sia doppio 
di quello del solido, e divisi i suoi lati per metà nei punti 
d,e.f. unire questi punti fra loro. 

Rilievo del Tetraedro reoolarl. Dopo aver tagliato il fo- 
glio lungo i lati del triangolo a 6 6, basterà inciderlo, nel modo 
indicato precedentemente per il prisma e per la piramide, lungo 
i lati del triangolo d e 'f. La roti-zione dei tre triangoli che 
circondano quest' ultimo si effettuerà da una medesima parte, 
e i tre vertici a. b. c verranno a congiuugcrsi in un solo per 
formare il tetraedro. 
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Problema IV. Costruire lo sviluppo iV un Essqedro regolare di 
cui sono date le projezioni. 

152. Se consideriamo le quattro faccie laterali di questo so- 
lido projettato orizzontalmente in A B, B C, CI), D A, (Fig. 82) 
si vedrà facilmente eh' esse possono spiegarsi in uu medesimo 
piano formando un rettangolo, la cui base starà all' altezza 
come 4 a 1. Le altre due faccie, che sono la base superiore e 
inferiore, non potranno collocarsi sullo stesso piano nel prolun- 
gamento delle precedenti; ma sibbene potrà l'ima abbattersi 
alla destra, V altra alla sinistra dei quadrati estremi che fanno 
parte di quel rettangolo. 

Da ciò rilevasi inoltre che lo sviluppo dell' essaedro regolare 
può essere iscritto in un rettangolo MNBQ (Fig. 93), la cui 
base stia all' altezza come 4 a 3; e si comporrà dei sei qua- 
drati eguali ab, bc, ed, de, ef, eQ. 

Rilievo dell 1 Essaedro regolare. Si taglierà il foglio se- 
guendo il contorno QmenNapf Q\ lo si inciderà da una 
medesima parte lungo le rette qc, cr, ds, cp, pb. e si ot- 
terrà il rilievo facendo ruotare ciascun quadrato dalla parte 
opposta. 

Problema V. Date le projezioni d' un Ottaedro regolare , co- 
struirne lo sviluppo e il rilievo. 

153. Sviluppo. Abbiamo veduto (Fig. 83) che l' ottaedro rego- 
lare può considerarsi composto di due piramidi quadrangolari 
(VABCD, VI) B ),{VA BOB, V D' B ) simmetricamente 
collocate sulla mede ima base quadrata (A B C D, D B '). Lo svi- 
luppo d 1 una di esse avrà dunque per contorno una porzione 
di esagono regolare determinata da quattro triangoli equilateri 
ade, a ce, eag,agf (Fig. 94), aventi il vertice comune nel 
centro a di questo esagono; e lo sviluppo deir altre formerà pure 
una porzione di esagono regolare composto di altri quattro 
triangoli hgf, hfi, hil, hlm disposti iu modo che il primo 
di essi abbia comune un lato con 1' ultimo dei triangoli pre- 
cedenti. Resulta da ciò che gli angoli ceg, Uh, come gli al- 
tri a ce, f i l sono supplementari . e che la figura i c e l. 
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è un parallelogrammo. Dunque se sopra due retto MS. MQ 
facenti fra loro un' angolo eguale a quello d' un triangolo equi- 
latero, si riporta tre tolte il lato dell 1 ottaedro dato, e si co- 
struisce il parallelogrammo MNPQ, lo sviluppo del solido 
rimarrà iscritto in quest' ultimo, e avrà per contorno la linea 
d c chini i ad. 

Rilieto dell' Ottaedro regolare. Ritagliato ii foglio lungo 
il contorno sopraindicato s' inciderà lungo i lati va, a e. ag, 
gf, fh, hi, hi da una medesima parte; i due lati ad, a f 
si riuniranno fra loro por chiudere la piramide di vertice a, 
gli altri due gh, htn si riuniranno per formare la piramide di 
vertice h, e la base quadrata della prima .verrà a coincidere 
con quella delia seconda per comporre il solido intero. 

Problema VI. Date le proiezioni del Dodecaedro di prima spe- 
cie costruirne lo sviluppo e U rilievo. 

154. Sviluppo. Rammenteremo(N. 1 37) che la superficie di que- 
sto solido componcsi di due superficie poliedriche eguali e formate 
ciascuna di sei pentagoni regolari, cinque dei quali insistono e 
sono costruiti sui lati del sesto per modo da far costola in cor- 
rispondenza dei vertici di quest' ultimo. Per lo che lo sviluppo 
del solido sarà formato da quelli delle due superficie poliedriche. 

Costruiamo a tale oggetto un pentagono regolare ab ed e 
(Fig. 96) col lato del solido, e sopra i cinque lati di esso al- 
trettanti pentagoni regolari come la figura dimostra. È evidente 
che i vertici salienti S, k, M, V, q apparterranno ad una cir- 
conferenza concentrica a quella che ha servito a costruire il 
pentagono ceutrale abede, e della quale il raggio SO è fa- 
cile a determinarsi. Sul lato Iq d' uno dei pentagoni laterali 
se ne costruisca un altro Iqmno, e tirata da l una perpen- 
dicolare ad ni n, prendasi l 0' eguale ad S 0. Il punto 0' sarà 
il centro delle duo circonferenze concentriche entro le quali si 
troveranno iscritti il pentagono centrale e quelli laterali della 
seconda superfìcie poliedrica. Si disegnerà dunque sul lato m n 
il pentagono centralo, e quindi gli altri quattro pentagoni la- 
terali che completano la figura. 

Rilievo del Dodecaedro regolare di prisia specie. Si taglierà 
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il foglio lungo tutto il contorno determinato dai lati dei pen- 
tagoni che circondano i due centrali; e s'inciderà lungo i lati 
di questi ultimi e lungo l q da una medesima parte. Fa- 
cendo poi ruotare dalla parte opposta i primi finche i lati cor- 
rispondenti ay, af; cp, ci; ec. , vengano a congiungersi si 
salderanno i pentagoni laterali di ciscuna superficie poliedrica; 
di poi faremo ruotare una di esse attorno ad l q finche gli an- 
goli salienti R.T, U, P vengano a combaciare coi rientranti 
dell 1 altra; ed allora saldati insieme i contorni delle rammen- 
tate due superficie, sarà compito il rilievo del solido. 

15. r >. Osservazione. Ciascuno degli angoli SO k fatti intorno 
al punto 0 dalle rette che lo congiungono coi vertici salienti 
S, k. M . , . dei pentagoni laterali è la quinta parte di 
quattro augoli retti ; dunque i vertici stessi sono quelli 
d' un pentagono regolare iscritto nella circonferenza di rag- 
gio S 0. 

Le diagonali a 8 e 6 S formano fra loro un' angolo che è 
i due quinti di un retto: quindi i due angoli ò'aò, ftaesono 
supplementari, e può dedursene che i vertici suddetti vengono 
determinati dal prolungamento dei lati del poligono centrale. 

Resulta da ciò che anche gli angoli kMV, MVS sono 
supplementari, e per conseguenza le rette k M, S P, TR, PU 
sono parallele fra loro: onde prolungati i lati M k, PU, e 
presi MQ -— P N . V S, e congiunti S con R e con Q, T con 
V e eoa y si hanno quattro triangoli eguali ed isosceli per-' 
che tutti gli angoli alle loro basi hanno per misura quattro quinti 
d' un angolo retto. Osservando di poi che a cagione della gran- 
dezza degli angoli in S. Te Vìe rette Q 8, S R ed R />si trovano 
T una sul prolungamento dell' altra, siccome avviene delle rette 
M V, VT, TN possiamo concluderne che lo intero sviluppo 
è inscrivibile in un parallelogrammo M X P Q , del quale un' an- 
golo è determinato da quello d' un pentagono regolare, e i lati 
sono visibilmente determinati dal lato del pentagono iscritto 
nella circonferenza «li raggio S 0. Cerchiamo la relazione fra 
questo lato e quello del dodecaedro dato. 

Essendo a S il prolungamento di a c, e 1' angolo 8af= cad 
ne consegue clie pure «/e il prolungamento di ad, e che 
perciò tutti i lati dei pentagoni laterali si troveranno pro- 
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lungando le diagonali di quello centrale tino Jill' incontro 
del gran pentagono iscritto nella circonferenza di raggio S 0. 
Di più siccome le diagonali di ogni pentagono regolare sono 
parallele ciascuna ad un lato di esso, e quelle del pentagono 
centrale nel caso nostro ai lati del gran pentagono, se ne de- 
sume immediatamente che : 

g f — bh — bi; a i = d e ab , 
e quindi b h- ah a cagione degli angoli eguali Uba, b a h. 

Ma i triangoli isosceli a b i, b h i sono simili e se ne deduce 
ab: ah.: ah: hi 
ora ah-t-hi « 6, a h = b h "fff; dunque il lato S k del pen- 
tagono iscritto nella circonferenza di raggio »S 0 è eguale a due 
volte il lato del dodecaedro, più il segmento maggiore di que- 
st' ultimo diviso in media ed estrema ragione. 

Ciò posto potrà ottenersi un disegno molto esatto dello 
sviluppo del solido nel modo seguente: 

1. ° Si dividerà il lato del dodecaedro in media ed estre- 
ma ragione, e alla parte maggiore si unirà due volte il lato 
stesso : 

2. ° La lunghezza che se ne ottiene si riporterà tre volte 
sopra una retta da P in R. da Ti in S e da 8 in Q. 

3. ° Nel punto P si farà un augolo R P N eguale a sei 
quinti d' un retto, e per Q si condurrà una parallela a P N. 

4. ° Fatto centro in S si descriverà col raggio S Q un' arco 
che determinerà sopra Q M il punto k . a partire dal quale si 
riporterà sulla stessa retta la lunghezza SQ, e si compirà il 
parallelogrammo PQMN. 

5. ° Colla lunghezza S Q si determineranno sopra M N i 
punti V e T, sulla V R i punti le q, sulla PN il punto U. 
Si tireranno le rette Sk, Sq, TI, TU, e i due grandi pen- 
tagoni SkMVq, RITUP si troveranno costruiti. 

6. ° Condurremo le cinque diagonali di ciascuno di essi, 
ed otterremo i due pentagoni centrali ; prolungheremo le cinque 
diagonali di ciascuno di questi ultimi, e i pentagoni laterali si 
troveranno determinati. 
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Problema VII. Date le proiezioni dell' Icosaedro regolare di 
prima specie, costruirne lo sviluppo e il rilievo. 

156. Sviluppo. I due pentaedri (s a l b l c l d l c l , s a\d \), 
(s ab ed e, s'b'd) (Fig. 85) possono considerarsi comò riuniti 
fra loro per mezzo di una zona poliedrica composta di dicci 
triangoli equilateri che altornativamente sono congiunti per la 
base ad un lato della base dell 1 uno e dell' altro pentaedro. 
Immaginando questa zona distaccata dai due pentagoni basi dei 
pentaedri e distesa in un piano , il suo sviluppo prenderà la for- 
ma di un parallelogrammo ab ed (Fig. 97), di cui il lato a 6 
sia eguale a quello del solido, 1' altro lato bc eguale a cinque 
volte questo lato, e V angolo a b c eguale a quello d'un trian- 
golo equilatero. Costruendo sulle basi jo 6 , r d dei due trian- 
goli estremi, in cui è diviso il parallelogrammo, i due esagoni 
regolari qpbfmno, sr dhikl, avremo lo sviluppo d' un pen- 
taedro nel primo diminuito del triangolo opq, e quello del- 
l'altro pentaedro nel secondo diminuito del triangolo Ir s. 

Ora è chiaro, a cagione della somma dei tre angoli in 6, 
e in d equivalente a 180°, che i lati ab e bf, corno gli altri 
Ad e de si trovano sul prolungamelo l'uno dell'altro, e che 
per la natura dei poligoni pbfmno, rdhikli due lati m n 
ed ih sono paralleli fra loro; per cui se prolunghiamo da ambo 
le parti le quattro rette af, ch y mn ed ih resulterà dalle 
reciproche loro intersezioni una losanga A B CD di cui il lato 
equivarrà a cinque volte quello del solido, e l'angolo in 4 sarà 
eguale a quello del triangolo equilatero. 

Ciò posto, la costruzione da farsi per ottenere lo sviluppo 
completo dell' icosaedro di prima specie con la maggiore esat- 
tezza possibile sarà la seguente. Sopra uua retta indefinita si 
riporti cinque volte il lato del solido; sulla lunghezza C B così 
determinata si costruisca un triangolo equilatero C D B E, e 
su D B come lato un' altro triangolo pure equilatero. Si divi- 
dano i lati della losanga, per tal modo ottenuta, in cinque 
parti eguali ; si uniscano i punti di divisione per mezzo di rette 
parallele ai tre lati del triangolo BCD, e lo sviluppo del so- 
lido iscritto nella losanga avrà il contorno indicato dalla figura. 
Rilievo dell' Icosaedro beoolabe di pbima specie. Si tagli il 
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foglio seguendo il eontoruo dello sviluppo; lo s' incida a metà 
grossezza dalla medesima parte lungo i lati comuni dei venti 
triangoli di cui lo sviluppo componesi. e coi poligoni p qo nmfb , 
r s I k i h d potremo formare i due pentaedri saldando fra loro 
nel primo le rette pq, qo, nel secondo la retta Is con s r. 
Allora le basi dei triangoli distese sulla retta c p potranno 
una ad una congiungersi e saldarsi coi lati successivi on. nm . . . 
della base del primo pentaedro; le basi degli altri triangoli 
distese sulla retta r a potranno alla loro volta congiungersi e 
saldarsi coi lati Ih, hi... della base del seconda pentaedro, 
e il rilievo del solido sarà formato. 

Problema Vili. Dato il lato del Dodecaedro regolare di seconda 
specie, costruirne il rilievo. 

157. Sia ?» p (Fig. 8G) il lato del solido: considerando che 
ogni angolo pmo d' un pentagono stellato pmo qn è i due 
quiuti d' un angolo retto, e che ogni luto è base d' un segmento 
capace d' uu angolo doppio nella circonferenza circoscritta al po- 
ligono, noi potremmo condurre per m una retta m r che faccia 
corno mp uu' angolo doppio di quello d' un pentagono stellato, 
e sopra mr una perpendicolare indefinita ms; tirando allora 
un'altra retta indefinita s q perpendicolare sul mezzo di mp, 
il punto s sarà il centro della circonferenza circoscritta al pen- 
tagono stellato di cui un lato è p m. Descritta questa circon- 
ferenza, la metà p q dell' arco p q m sarà la terza parte del- 
l' altro arco mnop, e sarà facife costruire immediatamente il 
pentagono stellato pmoqn che somministra il lato a l b l 
del dodecaedro di prima specie dal quale deriva il solido ri- 
chiesto. 

Con questa lunghezza costruiremo io sviluppo del dode- 
caedro di prima specie, indicato nella Fig. 96, e quindi il suo 
rilievo. Disegneremo a parte col medesimo lato a l b l il penta- 
gono di prima specie a x b l c l d l e ì (Fig. 98), e prolungati i 
due lati c l a l , c 1 b l fino al loro incontro in w, otterremo nel 
triangolo va i b l la faccia d'uno dei dodici pentaedri di prima 
specie, che insistono, siccome abbiamo mostrato al N. 1. "9 sullo 
faccio del dodecaedro. 
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Disegnati allora i dodici sviluppi di questi pentaedri, che 
saranno identici alla figura v a i b l f ghi . si formerà il rilievo 
di tutti, e saldati i lati delle loro basi coi lati delle faccie del 
dodecaedro di prima specie, il rilievo del solido in quistionc 
sarà formato. 

Si può osservare che i vertici del pentagono stellato p m o q n 
(Kg. 8C l costruito sul lato p m del solido appartengono ai cin- 
que pentagoni che formano corona al pentagono centrale di lato 
a 1 b 1 col quale deve costruirsi lo sviluppo del dodecaedro di 
l.» specie: e che il triangolo va l b l della Fig. 08 dee avere 
la stessa grandezza d' uno dei cinque triangoli che fan corona 
al pentagono resultante dalle intersezioni dei lati dell'altro 
p m oqn. 

Problema IX. Dato il lato dd Dodecaedro regolare di terza 
specie, costruirne il rilievo. 

158. Confrontando le projezioni di questo solido (Fig. S7) 
con quelle del dodecaedro regolare di seconda specie, è facile 
accorgersi, come le faccie pentagone di prima specie delle quali 
è formato il solido in quistione si ottengono aggiungendo alle faccie 
stellate del secondo le porzioni triangolari (s e p % s' e p), 
($4 p t s e p)... ec. Ora con queste porzioni che sono trian- 
goli isosceli aventi evidentemente per base una retta eguale ad 
s' p' , e per lato una lunghezza eguale a p e , s' incontrano se- 
condo tante rette (sp. s p') . . . che sono le costole del solido 
cercato, e trasformano i pentaedri di prima specie del dode- 
caedro precedente nei pentaedri di seconda specie di cui l'at- 
tuale componevi. 

Sia pertanto m n il lato del dodecaedro proposto; si dise- 
gni su quello il pentagono di prima specie mnopq, e quindi 
il pentagono stellato corrispondente m o q n p. Si costruisca il 
rilievo del'dodecaedro regolare di seconda specie avente per lato 
m p ; di poi sopra una retta p q (Fig. 00) eguale al lato del 
solido si disegni una losanga di lato eguale a quello delle por- 
zioni triangolari osservate nella Fig. 87: tagliato il foglio se- 
guendo il contorno di questa losanga, ed inciso lungo la dia- 
gonale/^, i due triangoli di che si compone potranno prendere 
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tal posizione da potersi facilmente congiungere colle costole di 
due pentaedri adiacenti del dodecaedro di seconda specie. 

Essendo trenta le costole del poliedro domandato, occor- 
reranno pure trenta losanghe identiche a p c q d per ottenerne 
il rilievo. 

Problema X. Dato il lato del Dodecaedro regolare di quarta 
specie, costruirne il rilievo. 

159. Abbiamo dimostrato al N. 141 che questo solido deriva 
anche da un icosaedro di prima specie, e che i suoi venti trie- 
dri sono determinati dal prolungamento dei lati dei pentagoni 
basi dei pentaedri di cui l' icosaedro componesi. 

Sia mp (Fig. 88) il lato del solido; col processo indicato 
al N. 157 disegneremo il pentagono stellato mpnqo, il quale 
rappresenterà una faccia del solido stesso e fornirà la lunghezza 
u v del lato dell* icosaedro da cui esso deriva. Disegneremo al- 
lora con la retta « v lo sviluppo di questo ultimo nel modo 
tracciato nella Fig. 97, e ne costruiremo il rilievo. 

Riprodotto poi a parte il pentagono a l ò l c x d x e x (Fig. 98) 
di lato eguale ad uv. e prolungati i due lati c 1 b i , e v a t ot- 
terremo la grandezza va l b l delle faccie d'uno dei triedri del 
solido in questione. Disegneremo venti poligoni identici &va l b l f g 
che saranno gli sviluppi dei triedri suddetti ; costruiremo il ri- 
lievo di tutti, e i lati a l b l , 6,/*. fg delle loro basi potranno 
congiungersi e saldarsi con quelli delle fame dell' icosaedro per 
ottenere il rilievo domandato. 

Problema XI. Dato il lato deW Icosaedro regolare di settima 
specie, costruirne il rilievo. 

160. Questo poliedro ha dodici angoli pentaedri di seconda 
specie (N. 142) insistenti su basi che sono pentagoni stellati 
di lato eguale a quello del solido. D suo rilievo resulterà dal- 
l' insieme di questi dodici angoli, le cui faccio s 1 intersecano 
secondo altrettanti decagoni a lati eguali, ma non piani. Biso- 
gnerà dunque cercare il lato di questi decagoni, c i segmenti 
delle costole compresi fra il vertice e la base. 
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Supposto che (ì , b x (Fig. 8!)) sia il lato del solido, la nota 
costruzione indicata :il X. 157 fornirà modo di determinare i 
vertici del pentagono stellato 6 1 <?j o, c, Cj e quindi gli altri 
vertici a. 6, r, ... 8 dell' icosaedro di prima specie, da cui il 
soli lo in quistione deriva. Costruiremo la prelezione verticale 
s b 1 <J s' l b d \ dell' icosaedro siccome è stato indicato al X. 13S, 
e delle prelezioni del solido richiesto solo la parte che sene 
alla rappresentazione del pentaedro avente il vertice in (*, $'). 
P. facile allora riconoscere che i segmenti delle costole rien- 
tranti hanno per lunghezza effettiva la retta s u . e quelli 
delle costole salienti la retta s m , mentre la lunghezza dei 
lati dei decagoni basi dei pentaedri è data da quella della retta 
(©«; r ». 

Colle rette s u , s ih si descrivano due circouferenze con- 
centriche in S (Fig. 100); e a partire da un punto u della 
maggiore si determinino per mezzo d 1 un apertura di compasso 
eguale al lato del decagono e alternativamente sull' una e sul- 
T altra i punti tn. n l ,m l , tt c , »« 2t « 3 . . . si tirino le rette u rw , 
mu l , u l «» 1 ... Su.Sm,Stt l ... e il poligono resultante 
Sumu l m l u 0 . . . sarà lo sviluppo d'uno dei pentaedri, del 
quale saranno costole rientranti i raggi che vanno ai diversi 
punti M, e salienti quelli che vanno agli altri punti m. 

Si tagli ora il foglio lungo il contorno di questo poligono, 
lo s' incida a metà grossezza da una parte lungo le costole 
salienti, dalla parte opposta lungo quelle rientranti, e piegando 
convenientemente le faccie triangolari Smu, le due rette Su, 
Su. verranno a congi ungersi, e si avrà il rilievo del pentaedro. 

Nello stesso modo si costruiranno i rilievi degli altri un- 
dici pentaedri identici al precedente ; di poi congiuugendo e 
saldando insieme due a due i lati delle basi di ciascuno coi lati 
delle basi di quelli adiacenti per modo che la costola rientrante 
di uno si trovi in un medesimo piano con quella dell' altro, 
otterremo il rilievo del solido proposto. 
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Intersezioni dei Poliedri. 

161. Un poliedro può ossero intersecato da una linea qual- 
sivoglia, da un piano, da un altro poliedro, o da un corpo qua- 
lunque. Non avendo ria qui studiato che le linee rette, i piani, 
e i corpi terminati da faccio piane noi ci occuperemo soltanto 
della ricerca dei punti e delle linee seguendo le quali può un 
poliedro essere da questi ultimi intersecalo. E come la ricerca 
dei punti comuni ad una linea retta e alla superficie d' un po- 
liedro dipende essenzialmente da quella della intersezione di 
esso con un piano, cominceremo da quest 1 ultima. 

Ijìì intersezione d' un piano con la superficie d' uu poliedro 
può determinarsi in due modi, cioè: 1." cercando le rette se- 
guendo le quali ciascuna faccia del poliedro dato è intersecato 
dal piano dato, poiché il poligono resultante dalle porzioni di 
queste rette sarà la linea richiesta: 2." cercando i punti in cui 
ciascuna costola è intersecata dal piano dato, perciocché la linea 
medesima resulterà allora dalla riuuioue di quei punti presi due 
a due su ciascuna faccia. 

Questo secondo modo conviene allorché il piano secante è 
perpendicolare ad uno dei coordinati. Talvolta giova anche ope- 
rare un cangiamento di quest' ultimi per ottenere una simile 
posizione del piano secante. 

In questo genere di ricerche non bisogna però limitarsi 
alla sola costruzione delle projezioni della linea cercata; ma è 
necessario anche saper trovare la vera grandezza della sezione, 
non che la sua trasformata sullo sviluppo del solido. 

Problema I. Data una piramide e un piano, costruire le pro- 
jezioni ddla linea seguendo la quale s intersecano; la vera 
grandezza e la trasformata della sezione sullo sviluppo 
della piramide. 

162. Proiezioni della sezione. Sia V R F (Tig. 101) il piano 
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secante, e [VABCDE, V E C) la piramide. Se prolun- 
gasi la traccia orizzontale D C del piano della faccia V D C . 
si troverai he il puntola, a) appartiene alla intersezione della 
faccia stessa col piano secante, ed un'altro punto fi,') di 
essa *i otterrà mercè un piano ausiliario l t' parallelo il coor- 
dinato orizzontale. Poiché questo taglierà la faccia che si con- 
sidera seguendo la retta (mn, »' »') evidentemente parallela a 
D C, e il piano secante segueudo (I t. l i ) parallela ad 72 P; 
allora la retta a /5 ) sarà la intersezione dei due mani 

VDC e P R V , e la projezione (dò, d' e ) compresa fra i 
lati della faccia VDC apparterrà alla sezione che si cerca. 

Prolungando ora B C fino all'incontro v. x con RP, e ti- 
rando a L c si ha un'altro lato (bc, b' e) della sezione mede- 
sima; prolungando quindi A B tiuo all' incoutro a 2 con RP, 
la retta a 8 6 ne somministrerà un terzo lato (b a . b a ); in 
pari modo il prolungamento di A E determinerà il lato suc- 
cessivo (a e, a e ). Un tal processo si continua fino all' ultima 
faccia della piramide, sulla quale rimarrà di per se determinato 
1' ultimo lato della sezione dall' estremità d del primo . e da 
quella e del peuultimo. Il poligono (ab ed e, a b e d' e) èia 
sezione cercata. 

Quando per qualche faccia intermedia non fosse possibile 
avere entro i limiti del foglio il punto d' incontro della sua 
traccia orizzontale con quella del piano secante, un piano ausi- 
liario adoperato per quella faccia nel modo con cui ha servito 
a somministrare il punto (fi, fi ), potrà egualmente servire a 
trovare un punto da sostituirsi a quello che manca. 

Per ogni nuovo punto b, a ... della sezione che mano a 
mano si determina sarà bene verificarne le projezioni perchè si 
ottengono, siccome abbiamo visto, indipendentemente 1' una 
dall' altra. 

163. Vera grandezza della sezione. Si otterrà questa in gra- 
zia dell' abbattimento del piano secante fatto attorno PR sul 
coordinato orizzontale. Ogni vertice (c, e ) della sezione descri- 
verà, durante il movimento, un* arco di circolo in un piano 
verticale cc 1 perpendicolare a PR, il cui raggio ha per pro- 
jeziono orizzontale e o. La vera lunghezza di questo raggio sarà 
la retta che si trova riportando e o sopra L T a partire dal 
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piede della congiungente ce', ed unendo con e il puuto che 
si trova. Presa oc l , eguale a quella lunghezza, sarà c, V abbut- 
. timento del punto. 

Al modo istesso si otterrà l 1 abbattimento del puuto (6, 6 ). 
e quello di tutti gli altri, che dovremo congiungere convenien- 
temente due a due per avere la grandezza vera della sezione. 

È da notarsi che ciascuno dei lati c x ò ì prolungato quanto 
occorra, deve concorrere in uno dei respetti\i punti et in cui 
la traccia orizzontale li P del piano secante è incontrata dal- 
la traccia orizzontale del piano della faecia corrispondente a 
quel lato. 

161. SviLUIU'D DELLA PIRAMIDE E TRASFORMATA DELLA SEZIONE. Kou 

eseguiremo per amore di brevità le costruzioni occorrenti, ri- 
serbandoci a darne un esempio in un problema più generale. 
Accenneremo soltanto che dopo aver costruito lo sviluppo 
della piramide, nel modo insegnato al X. 146, si otterrà la 
trasformata delia sezione riportando su ciascuna costola la par- 
te di essa che è compresa fra il vertice della piramide e il 
corrispondente vertice della sezione. 

165. Osservazione. Quando la base della piramide non si 
trovasse sul coordinato orizzontale, come noi abbiam supposto 
per semplicità , bisognerebbe o trovare le traccie di ciascuna 
delle suo faide ^N.° l'òlj ossivvero adoperare due pimi ausi- 
liari, come lo che sarà in generale il mezzo più semplice. 

Problema II. Dato un jtrisma e un piano qualunque, costruire 
le projesioni della tinca seguendo la quale s' intersecano; 
la vera grandezza c la trasformata della sedate sullo svi- 
luppo del solido. 

166. Proiezioni d: m a sezione. Sia ia b c d c . a e g e ) 
(Kig. 102) il prisma dato, e PHP il piano secante che sup- 
porremo incìimi'o comunque sui piani coordinati. 

Cangiamo dapprima il sistema [0, V] in -un altro [0, V \] 
di cui V l sia perpendicolare al piano PRP'\ la nuova li- 
nea di terra sari perpendicolare a P R\ e la nuova traccia del 
piano secante sarà R x P x , della quale un punto /3j si trova 
prendendo il punto (m. m') della antica sua traccia verticale, e 
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riportando la lunghezza min' da m in fi x sulla perpendicolare 
ad L l T l condotta per m. La nuova projezione verticale del 
prisma sarà compresa fra le parallele a l a' v d l d / v la prima 
delle quali si trova determinando come al N. 113 la projezione 
n x d' un punto qualunque («, n') d' una delle sue costole (os, a' e ). 

Ora il piano secante PR X P X è perpendicolare al coordinato 
L x 7\ ; sulla sua traccia li l P t si projetteranno dunque i 
punti nei quali esso taglia le costole del prisma, e queste pro- 
iezioni saranno evidentemente a r ft v y v d v Le perpendicolari 
ad L 1 T x determineranno la projezione orizzontale a fi y d della 
sezione, dalla quale desuntesi immediatamente quella verticale 
a jS y o . 

167. Vera grandezza della sezione. Cangiamo il sistema 
[0, PJ in un altro [0 1 . V x \ rispetto al quale la linea di 
terra sia T 9 L a paralella alla traccia R x P x del piano secante : 
la projezione della sezione sul nuovo coordiuato 0 X sarà ad un 
tempo la sua vera grandezza. Essa è il quadrilatero ct„ /3 a y 4 o% , 
del quale ciascun vertice fi 2 si determina conducendo da /S 4 
una perpendicolare ad L 3 T 3 . ed a partire da m 9 riportando 
su questa la lunghezza »i c fi 2 --- m fi. 

168. Trasformata della sezione sullo sviluppo del prisma. Per 
eseguire lo sviluppo del solido bisogna trovare la sezione retta, 
siccome abbiamo indicato al N. 150. Riportando di poi sulle 
costole, a partire da una delle basi le lunghezze respettive di 
esse comprese fra quella b:ise e la sezione testé determinata, 
si otterrà la trasformata di questa ultima. 

Problema 111. Date le prelezioni a" un poliedro e quelle di una 
retta, costruire le proiezioni e i punti comuni alV uno e 
tdV altra. 

169. Condurremo per la retta un piano secante il poliedro 
dato, e ne cercheremo la sezione. I punti comuni alle proje- 
zioni d' egual nome di questa e della retta data, saranno le 
proiezioni dei punti in cui il poliedro è incontrato dalla retta. 

170. Osservazione. In generale scegliendo per piano secante 
uno dei piani projettanti la retta, le costruzioni rieseiranno le più 
semplici possibili. Lunatura perù del poliedro può influire sulla 
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scelta conveniente del piano secante. Così trattandosi di un pri- 
sma basterà condurre per un punto qualunque della retta data 
una retta parallela alle sue costole, e prendere per piano se- 
cante quello determinato da questa parallela e dalla retta data: 
la sezione sarà un parallelogrammo perchè il piano secante re- 
sulta parallelo allo costole del prisma. Se il poliedro sarà una 
piramide, basterà che il piano da condursi per la retta si fac- 
cia passare pel vertice della piramide; e la sezione sarà un 
triangolo. 

Problema IV. Costruire hi linea d' intersezione di due poliedri 
P e P r 

171. Sieno A, B, C. . . le faccie del poliedro P\ A v B v C} . . 
quelle del poliedro P v Si cerchi la intersezione del piano A 
col piano A v ed una parte a a x di questa retta sia comune 
alle due faccie A, A x : ne dedurremo che esse si tagliano se- 
guendo quel segmento, che sarà un lato della linea cercata; 
se nessuna porzione di tal retta apparterrà all' una e all' altra 
faccia concluderemo che le duo faccie non s 1 incontrano. Sup- 
poniamo che si verifichi il primo caso : e che V estremità a t 
del segmento aa t si trovi sopra un lato a x fi x della faccia 
A , ; il lato seguente della intersezione apparterrà alla faccia A 
e alla faccia successiva B x avente con A L comune il lato « x /3 r 
Cercheremo dunque la intersezione dei due piani A e B x , os- 
servando che un punto di essa a x è già conosciuto ; prendere- 
mo di questa soltanto la parte comune alle due faccie A e B v 
ed avremo un secondo lato a x b x della linea cercata, e così di 
seguito. Applicando poi alle altre faccie B, C... dello stesso 
poliedro F, ciò che si è fatto rispetto alla faccia A, troveremo 
tutti i lati della linea in quistione. 

Deesi però osservare che i due poliedri avendo dimensioni 
finite questa linea sarà di forma poligonale e chiusa, talché 
in ultimo dovremo tornare allo stesso punto a estremità del ♦ 
primo lato aa x , ciò che senz'altro è più che sufficiente a ve- • 
rincaro, V esattezza del disegno. 

Tuttavia essendo ciascuna proiezione determinata indipenden- 
temente Y una dall' altra, gioverà pure verificare volta per volt* 
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1* esattezza del disegno, assicurandosi che le estremità delle pro- 
iezioni di ogni lato trovato, le quali debbono servire a rintrac- 
ciare le proiezioni del lato seguente, si trovino sopra una stessa 
perpendicolare alla linea di terra. 

172. Osservazioni. I. Quando due poliedri, e in generale due 
corpi qualunque si intersecano, la linea d' intersezione può es- 
sere una sola e continua, cioè tale che un punto mobile 
possa percorrerla tutta ritornando senza interruzione nlla posi- 
zione prima da cui era partito; e può essere determinata da 
duo linee separate, cioè tnli che lo stesso punto non possa, 
dopo averne percorsa una nel modo sopra indicato, passare sul- 
T altra senza aver prima percorso una parte della superficie di 
uno dei corpi. Nel primo caso si dice che vi ha penetrazione 
parziale fra i due corpi, e nel secondo penetrazione totale. In 
quest'ultimo si dà il nome di ìinca d'entrata a quella parte 
della intersezione seguendo la quale uno dei corpi penetra in- 
teramente nell'altro: e distinguesi col nomp di linea d'uscita 
T altra parte della medesima intersezione, seguendo la quale il 
OOrpO stesso esce fuori dalla superficie dell' altro dopo averlo 
traversato, 

II. Sviluppando sopra un piano le superficie dei due 
poliedri e tracciando sopra tali sviluppi la trasformata della 
loro intersezione, ò sempre possibile costruire il rilievo del si- 
stema dei duo corpi. Basterà a tale Oggetto ritagliare il foglio 
lungo il contorno dello sviluppo di ciascuno, e lungo quello 
della trasformata corrispondente. Incidendo poi il foglio lungo 
le linee attorno a cui debbono ruotare le diverse l'accie dei so- 
lidi, e formando il rilievo di ciascuno di essi separatamente, 
rimarrà sulla superficie dell' uno e dell' altro la respeltiva li- 
nea d' intersezione, lungo i lati della quale sarà sempre possi- 
bile aggiustare i due corpi per avere il rilievo del sistema. 
Ciò nel caso in cui vi abbia penetrazione parziale. Quando però 
la penetrazione fosse totale, non sarà possibile avere il rilievo 
intero che del corpo penetrato. Dell' altro si otterranno due ri- 
lievi separati, uno dei quali rappresenterà la porzione di esso 
che precede la linea di entrata, i' altra rappresenterà la seconda 
porzione che segue la linea di uscita. Il rilievo del sistema dei 
due corpi si comporrà allora di tre rilievi parziali aggiustati 
Ira loro lungo i- lati di ciascuna di quelle linee. 
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173. Prima di applicare il metodo indicato ad uu esempio par- 
ticolare crediamo utile di mostrare i processi grafici che ucl 
caso il piy generale possono occorrere per costruire uno dei 
lati della intersezione de' due poliedri. 

Sia il triangolo {ABC, ABC) (Fig, 103) una faccia 
del poliedro P, e il quadrilatero (D EFG. DE F G) la 
faccia dell' altro poliedro P v 

Si prolunghino i lati (A C, A C ), (tì C, B C ) del tri- 
angolo, e si cerchino le loro traccio orizzontali c e b; la retta 
b c sarà la traccia corrispondente del piano del triangolo. Si 
prolunghino i lati (I) E . D' E ), (G F, G' F ) del quadrilatero 
■ e si cerchino le loro traccie orizzontali e ed /': la retta f e sani 
la traccia corrispondente del piano del quadrilatero. I>e due 
rette he ed f e incontrandosi fanno conoscere un punto (t, i ) 
della intersezione dei due piani. 

Ter ottenere un secondo punto, non è necessario costruire 
le traccie verticali de' due piani. Basterà impiegare a tale og- 
getto un piano ausiliario orizzontale V t'. il quale intersecando 
i rammentati due lati del triangolo nei punti [a, a ), (a v a j); 
e i lati pur nominati del quadrilatero nei punti [<j,y ). (d, d t 
somministra le due rette (aa v il \ (dg, il) le quali si ta- 
gliano nel pnuto (tu, »» ) comune ai due piani. Allora {ini, i m ) 
sarà la intersezione di questi ultimi, e la parte di essa (n p, u p ) 
comune alle due faccio sarà il lato cercato. 

Si può osservare che le rette oOj ed md debbono resul- 
tare respettivamente parallele alle traccie he ed cf\ talchò è 
sufficiente avere un punto solo per ciascuna di esse. 

Quando per la posizione occupata dalle due faccie sui so- 
lidi non fosse possibile ottenere entro i limiti del loglio le trac- 
eie orizzontali dei loro piani ausiliarii si adopreranno dei piani 
come V i\ e la costruzione della retta (/»», i m) sarà sempre 
possibile. 

Problema V. Date le proiezioni d' un prisma e quelle cT foia 
piramide, costruire le proiezioni della linea seguendo la 
quale si peneiratw, e il rilievo del sistema dei due poliedri. 

1 74. Projezioni della linea d* interseziose. Abbiano ambedue 
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i solidi le loro basi situate sul coordinato orizzontale (Fig. 104r. 
e il coordinato verticale sia scelto per modo da resultare pa- 
rallelo alle costole del prisma. Sia questo (c b c a ì , ci a t c' { c i. 
e la piramide sia (vde f, v d' e ). Enunceremo per brevità colle 
sole proiezioni orizzontali le diverse faccie dei solidi, e comin- 
ceremo dal ricercare le projezioni della intersezione della faccia 
vfe della piramide colla faccia inferiore bcc l b l del prisma. 
Le traccie orizzontali dei loro piani s' incontrano in (t, i ) ; un 
piano orizzontale qualunque ì t' taglia la faccia triangolare 
vef seguendo la retta (»»«, m i ) parallela ad ef, e l'altra 
faccia seguendo la retta (m l n,m' l t) parallela a ftc; dunque 
(in, in') sarà la intersezione cercata, e la parte (gh, h') 
un lato della linea cercata. 

Le traccie orizzontali dei piani della faccia v d c della pi- 
ramide e dell' altra bcc l b x del prisma si incontrano in i x 
sulla linea di terra; quindi la retta (i l h, i ì h ) sarà la loro 
intersezione, e la parte di essa (h o, ho) apparterrà alle due 
faccie considerate. Il punto (o, o) trovandosi sulla faccia 
acc x a x del prisma, bisognerà cercare la intersezione del suo 
piano con quello del medesimo triangolo ade; il punto (t 3 , i 2 ) 
appartiene alla intersezione corcata; quindi seguendo t, o si taglie- 
ranno le due faccie, e la retta ad esse comune sarà (o r. o r). 

Ora il punto (r, r ) si trova sulla terza faccia vdf della 
piramide e sulla precedente faccia acc l a l del prisma; cerche- 
remo perciò il punto i 3 comune alle traccie orizzontali dei piani 
di queste due faccie, ed avremo la loro intersezione (» 3 r, »' 3 r'), 
della quale la parte (rs, r s ) apparterrà ad ambedue i solidi. 

Il punto (s y s) è comune alla faccia triangolare vdf, e 
alla prima faccia considerata del prisma bcc l b l ; Y incontro 
delle traccie orizzontali dei loro piani ha luogo in t 4 ; dunque 
tali faccie si tagliano seguendo la retta (i 4 s, i \ s ), e la parte 
di essa (su, su) apparterrà ad entrambe. 

U punto (t«, u ) non cessando di appartenere alla faccia 
triangolare v df è però comune anche alla terza faccia a 6 a x b x 
del prisma non ancora considerata. Non potendo aver luogo 
entro i limiti della figura il punto comune alle traccie oriz- 
zontali dei loro piani, noi cercheremo il punto (« 15 ti x ) comune 
alle due rette m 1 n , . ro 2 n x seguendo le quali le faccie stesse 
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sono intersecate dal piano V t : *i troverà allora che (ih 1 M, » x ti ) 
è la intersezione dei piani delle due faccie, e che il segmento 
(« x , ut x') è la parte di quella che dee conservarsi. 

Il punto (x, x') trovandosi sulla faccia triangolare vde 
e sempre sull'altra abb l a l del prisma, si cercherà il punto 
in cui si tagliano le traccie orizzontali dei loro piani, e ti- 
rando {x i-, x' »' 5 ) si avrà la linea di loro intersezione, di cui 
la parte soltanto (x'z, x' z) sarà comune alle faccie considerate. 

Il punto (z, /) si trova sempre sulla faccia abb t a L ed 
appartiene al triangolo vfe. Le traccie orizzontali dei loro 
piani s'incontrano in t 6 ; quindi la retta fi 6 z, i \ e') è la loro 
intersezione. 

Questa retta deve necessariamente passare per(^r, g)se il 
disegno è esatto; perchè il punto {g, g ) già trovato in princi- 
pio era pure comune al triangolo ve f e alla faccia abb l a l . 

Ritornati colle successive intersecazioni delle faccie dei due 
solidi al punto donde eravamo partiti si ha la certezza di aver 
trovata la linea poligona seguendo la quale le superficie loro 
si tagliano. Pei due poliedri proposti la penetrazione è parziale, 
e la linea, da cui è rappresentata, ha per projezione orizzontale 
il poligono ghorsuxzg e per projezione verticale il poli- 
gono g 1 K o' r' s' u' x z' g'. 

Nel tracciamento in penna della figura bisogna con diligenza 
indicare su ciascheduna projezione le parti di un poliedro che 
rimangono nascoste dall' altro, tracciando le costole e segmenti 
di costole di quelle parti a piccoli punti Per distinguere senza 
errore queste parti basta prima ritrovare i lati della loro 
intersezione che resultano visibili, e che evidentemente sono 
quelli soltanto comuni alle faccie visibili dell' uno e dell' altro 
poliedro. Così nell' esempio da noi esaminato è facile accor- 
gerei che sulla projezione orizzontale sono visibili i lati ux ed 
xz, e sulla projezione verticale il lato r'o'. 

175. Rilievo del sistema dei due poliedri. Per ottenere il ri- 
lievo del sistema dei due poliedri è necessario costruire lo svi- 
luppo di ciascuno, e la respettiva trasformata della linea d' in- 
tersezione. 

Si cangi il coordinato verticale in un altro L l T t 
perpendicolare alle costole del prisma, e come abbiamo fatto al 
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X. 15(1, costruiscasi la nuova proiezione a l b ì r y di esso che ne 
sarà la sezione retta. Continuando allora ad operare siccome 
al rammentato numero, ci serviremo della retta M. N v (Fig. 105) 
che possiamo supporre rappresenti la M N della Fig. 104 ti- 
rata dal vertice {a. a) , e su di essa riportate a partire da 
un punto a„ le lunghezze a 2 b 3 , b 3 c 2 , c 2 a 2 eguali respettiva- 
mente a\a l b l , b 1 c 1 , c l a l costruiremo lo sviluppo del prisma. 

Si prenderanno da prima sulle costole b' 2 b" 9 , C a 
partire dai punti b 2 e c 2 le lunghezze b 2 g e b 2 u, c 3 o e c 3 s 
eguali alle lunghezze delle rette comprese sulla projezione ver- 
ticale fra la retta M N e i punti respettivi g , u\ ed o' , s' 
della intersezioue. Così i punti o, g, s, u apparterranno alla 
trasformata. Per avere poi gli altri che si trovano sulle faccie 
del prisma si opererà come siamo per mostrare rispetto al 
punto r. Tireremo per r una parallela alle projezioni verticali 
delle costole fino all' incontro del lato a l c t della sezione retta 
appartenente alla faccia sulla quale il punto stesso ritrovasi. Ripor- 
teremo sopra M l N t a partire da r 2 la lunghezza c 9 r a = c l r, , 
e la retta r 2 r 2 rappresenterà sullo sviluppo la posizione cor- 
rispondente alla retta r, r . 11 segmento di questa ultima com- 
preso fra r ed M N, riportato a partire da r 2 sopra la r 2 r' 2 , 
somministrerà il punto r altro vertice della trasformata. 

Al modo istesso ritroveremo gli altri vertici e la trasfor- 
mata richiesta sarà la linea ghorsuxzg. 

2." Per trovare lo sviluppo della piramide e la trasfor- 
mata corrispondente della intersezione la s' immagini aperta 
lungo la costola (vd, v d ), e se ne costruisca lo sviluppo come 
abbiamo insegnato al N. 146. Ma per non complicare mag- 
giormente la Fig. 104 coli' abbattimento delle costole del so- 
lido sopra un piano parallelo al coordinato verticale condotto 
per (r, v ), opereremo come siamo per indicare rispetto alla 
costola (v d , v d ). Si riporti vd sulla linea di terra a partire 
da v. in cni la vv incontra la linea stessa, verso i 4 : avremo 
rosi un punto che unito con v' farà conoseere la lunghezza della 
costola considerata. Questa operazione può rij>etersi per tutte 
le altre costole col solo compasso senza tirare alcuna linea. 
Man») a mano che si rinvengono in tal modo le lunghezze delle 
costole si costruiranno a parte (Fig. 100) i triangoli r„d t f t , 
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v » f* e i« r i c 2 fi a & cu * * sse 80110 * ktì, c ™ Ottetti lo sviluppo 
totale del solido. 

Alcuni punti della trasformata della intersezione dei due 
solidi sono anche su questo sviluppo sulle costole della pira- 
mide, ed altri negli angoli da esse compresi. 

Un punto qualunque x dei primi si trova conducendo pri- 
ma sulla proiezione verticale la retta x' x x parallela alla linea 
di terra; riportando su di essa a partire da x L la lunghezza 
v x , ed unendo il punto che per tal modo determinasi sopra 
x L x' col punto v' si ha il segmento della costola (vd, v' d') 
da riportarsi sulla t> 2 d a della Fig. 106. Un punto qualunque 
m dei secondi si troverà conducendo sulla Fig. 104 la retta vu, 
fino all'incontro u x della traccia della faccia triangolare t; d f a 
cui il punto appartiene; e riportato il segmento du ì a partire 
da d 9 sulla Fig. 106, conosceremo la posizione v a u a della 
retta suddetta. Si troverà allora col processo indicato preceden- 
temente rispetto al punto x, la porzione di questa retta com- 
presa fra il vertice della piramide e il punto (w, «'); e que- 
sta porzione riportata sulla Fig. 106 a partire da v t farà co- 
noscere il punto «. 

Tali operazioni ripetute per gli altri punti somministrano 
per trasformata della linea d' intersezione dei due solidi sullo 
sviluppo della piramide, i poligoni rsux, ghorxz. 

Compite le costruzioni precedenti si taglierà il foglio lungo 
il contorno esterno dello sviluppo del prisma (Fig. 105), e lungo 
il contorno della respettiva trasformata. Di poi s' inciderà a 
metà grossezza lungo le rimaste porzioni di costole c' 8 o, s c" t \ 
b\g, ub" t , e lungo i lati b' 7 c' 9 , à' a c" a delle due basi. Al- 
lora le faccio potranno girare attorno alle indicate incisioni; 
e quando le due rette o 9 a' 3 avranno in una sola coinciso, i 
lati dei triangoli basi si aggiusteranno coi lati adiacenti delle 
respettive faccie, e si avrà il rilievo del prisma, con la super- 
ficie tagliata a seconda della determinata linea di penetrazione 
della piramide. 

Si costruirà di poi il rilievo della piramide, dopo aver ta- 
gliato il foglio lungo il contorno del suo sviluppo, e lungo 
quelli dei due poligoni costituenti la trasformata della interse- 
zione dei due solidi; e dopo averlo inciso lungo le rette r 2 f 0 , 
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v 9 e t , f 2 f%' Venendo a combaciare le due rette i' </ s dello 
sviluppo, anche i punti x, e gli altri r della trasformata com- 
baceranno, e rimarrà sulla superficie del rilievo un' apertura 
identica a quella che sul rilievo del prisma pur rimaneva. I 
due solidi potranno allora facilmente aggiustarsi lungo i lati 
eguali delle due aperture poligonali, e comporre così insieme 
il rilievo del loro sistema quale resultava dalle proposte pro- 
jezioni sulla Fig. 104. 

176. EsEBCizn. 1.° Trovare l'intersezione d'un piano dato per 
le sue traccio con un prisma o con una piramide, nel caso in cui 
ciascuno di questi solidi ha una posizione qualunque rispetto ai piani 
coordinati. 

2. ° Le projczioni di una retta sono inclinate di 45° sulla li- 
nea di terra.* costruire la sezione prodotta nel dodecaedro o nel- 
T icosaedro di prima specie da un piano parallelo a quella retta, e 
la traccia orizzontale del prisma avente per base la sezione trovata 
e le costole parallele alla retta medesima. 

3. ° La stessa ricerca per uno dei poliedri regolari di specie 
superiore. 

4. ° Costruire le projezioni della intersezione d' una piramide 
pentagonale e d' un prisma triangolare di cui le basi sono sullo 
stesso piano ; e tracciare le trasformate della linea d' intersezione 
sugli sviluppi delle superficie di ciascun poliedro. 

5. ° Costruire le projezioni della intersezione di due prismi 
triangolari, aventi le basi sul medesimo piano ; e tracciare le tra- 
sformate di quelle linee sugli sviluppi delle superficie di ciaschedun 
poliedro. 

6. » Costruire le projezioni della intersezione di due piramidi 
di cui le basi sono nel medesimo piano ; e tracciarne la trasformata 
sugli sviluppi delle superficie dei due poliedri. 
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CAPITOLO I. 
Linee curve piane. 

177. tlu& linea curva può essere graficamente rappresentata, 
quando è concesso Considerarla come il luogo geometrico d' una 
infinità di punti, la posizione dei quali sia determinata da una 
proprietà comune. Questa proprietà ben definita, offre sempre 
il mezzo di stabilire la projezione di un numero qualsivoglia 
di punti della curva; e le linee continue che riuniscono le 
projezioni dello stesso nome sono le projezioni della curva. 

Ordiuariainente suppongonsi le linee generate dal muovi- 
mento d' un punto subordinato ad una certa legge ; così può 
dirsi che la circonferenza del circolo è la curva generala da 
un punto che si muove sul piano mantenendosi costantemente 
ad eguale distanza da un altro punto del piano stesso, chia- 
mato centro : che V Ellisse è la curva generata da un punto mo- 
bile sopra un piano per modo da rimanere costante la somma 
delle sue distanze da due punti fissi di questo piano, ec. Ma 
in parecchi casi una curva risulta dalle intersezioni consecu- 
tive di linee rette considerate due a due infinitamente vicine, 
e la posizione delle quali è sempre geometricamente determi- 
nata; e talvolta giova considerarla come il luogo delle inter- 
sezioni delle posizioni prese da una retta mobile nello spazio 
con legge costante e tale che due posizioni consecutive di essa 
trovinsi in un medesimo piano. 
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178. Qualunque poi sia la proprietà o la legge che serre a 
iletìnire uua linea curva, egli è chiaro non esser possibile de- 
terminare la posizione di tutti i suoi punti, e che dovremo 
contentarci di un certo numero di essi, il più che si può vicini 
fra loro. Allora le linee che riuniscono le'projezioni orizzontali 
e quelle verticali di questi punti differiranno pochissimo dalle 
proiezioni vere della curva. 

Questo modo di procedere conduce naturalmente a consi- 
derare una curva come un poligono d 1 un numero grandissimo 
di lati piccolissimi, ciascuno dei quali cor.fondesi con essa, e a 
cui per T estrema sua piccolezza si dà il nome di elemento ret- 
tilineo della curva medesima. Ciò permetterà di estendere alle 
curve le proprietà dei poligoni che sono indipendenti dal nu- 
mero e dalla grandezza dei lati. 

Allorché tutti gli elementi rettilinei d" una curva si trovano 
in un medesimo piano la curva dicesi piana ; se questa condi- 
zione non è sodisfatta dicesi storta, o a doppia curvatura per 
le ragioni che in seguito vedremo. 

1 79. Tangenti. Consideriamo una retta M N (Fig. 107) che ta- 
glia in due punti M ed N una curva A M fi, e facciamola ruo- 
tare attorno ad uno di essi M ; il secóndo punto di sezione pren- 
derà le posizioni successive n, n v « gJ n 3 . . . le quali determineran- 
no altrettante posizioni della secante M N. Fra tutte queste ve ne 
ha una M T che corrisponde al caso in cui N coincide con M : 
in tale posizione la retta dicesi tangente, e non ha che il solo 
punto 3/ a comune colla parte di curva considerata. 

Si dà ad M il nome di punto di contatto. La tangente M T 
può considerarsi altresì come il prolungamento dell'elemento 
rettilineo corrispondente ad 3/. E in questo aspetto si dice che 
queir elemento determina la direzione o 1' andamento della curva 
in prossimità del punto di contatto. 

180. Non sempre Incurvasi trova da una stessa parte della 
tangente sì a destra che a sinistra del punto di contatto M, come 
nella Fig. 107 ; ma può trovarsi dall' una parte a destra e dall' al- 
tra parte a sinistra siccome vedesi nella Fig. 108. Il punto di 
contatto M dicesi allora punto d' inflessione : e in esso ha la tan- 
gente un contatto più intimo con la curva cho negli altri pun- 
ti, poiché può riguardarsi come avente a comune i due eie- 
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menti rettilinei corrispondenti delle due parti di curva M m, 
if ro A . Questa circostanza si verifica ogni qualvolta avviene che 
per due punti vicini m ed m^ la curva si trova da parti diffe- 
renti rispetto alle tangenti mt ed m ( t t . 

Vi sono delle curve come AMB (Fig. 109 e 110) per 
le quali il punto mobile geueratore dopo aver generato l' arco 
A M ed essere arrivato in M, cangia bruscamente di direzione 
per generare l'arco M B. In questo caso la retta M T tangente 
in M al primo arco, lo è anche al secondo ; e il punto M chia- 
masi punto di regresso. 

Talvolta il cangiamento di direzione non avviene in modo 
brusco, come nella figura precedente, ma in modo continuo. 
tornando il punto mobile a passare per lo stesso punto M dopo 
aver generato un nodo o foglia C (Fig. 1 1 1). Dicesi allora che 
M è un punto doppio ; e in generale dicesi multiplo se più 
volte torna a passare per M il punto generatore della curva. 
Questa avrà evidentemente in M altrettante tangenti M T, 
MT ... quanti sono gli archi che ivi s'intersecano. 

181. Un piano perpendicolare alla tangente nel punto di 
contatto, dicesi piano normale ; quindi in ciascuno de' suoi punti 
esisterà per una curva qualunque un piano normale distinto 
dalla tangente relativa a quel punto. Se la curva è piana non 
si considera il piano normale, ma solo la sua intersezione col 
piano della curva. Questa retta resulta perpendicolare alla tan- 
gente nel punto di contatto, e dicesi normale della curva. 

I piani normali e le normali delle linee curve sono adun- 
que delle grandezze semplici che possono dedursi dalle tao- 
genti con operazioni grafiche che noi sappiamo già fare. 

182. La costruzione delle tangenti è della massima impor- 
tanza, anche sotto il rapporto del tracciamento delle curve 
stesse: poiché non è raro il caso, in cui una curva che si de- 
termina per punti, sia di forma ignota e lasci della incertezza 
nel suo andamento. La costruzione allora di una o più tan- 
genti farà conoscere quest' andamento in prossimità dei punti 
presso i quali la incertezza si verifica. 

183. Accade di avere a coudurro lo tangenti ad uua curva 
in tre casi principali, cioè: 1.° quando è dato il punto di 
contatto ; 2.° quando è dato un punto esterno per cui la 
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tangente deve passare; 3.° quando è data una retta a cui 

la tangente deve esser parallela. 

In generale se una curva è il resultato d' una questione 
geometrica, o se ne conosce la generazione, si hanno mezzi più 
o meno semplici per risolvere ciascuno dei problemi sopra in- 
dicati ; ma se la curva non ha definizione geometrica ed è sol- 
tanto descritta per sodisfare a certe condizioni di forma e di 
bellezza come bene spesso avviene nelle arti grafiche, la ri- 
cerca delle sue tangenti non ha più il carattere d' esattezza 
matematica che si riscontra per le altre, e non può farsi che 
per approssimazione. 

Supponiamo che ad una di queste curve si abbia a con- 
durre la tangente per un punto esterno, o parallelamente ad 
una retta data. Nel primo caso si farà passare per quel punto 
una riga, e la si farà ruotare finche il suo bordo sfiori la cur- 
va. Nel secondo caso si farà muovere la riga parallelamente 
alla retta data finché il suo bordo sfiori del pari la curva. In 
tal modo la posizione della tangente è assai ben determinata. 
Ma non si può dire altrettanto se è dato solamente il punto di 
contatto, poiché la posizione limite della riga presenta allora 
troppa incertezza. Ecco un mezzo assai semplice per determi- 
nare la posizione della tangente in questo caso. 

Sia M il punto di contatto (Fig. 112): si prenderanno due o 
tre punti A, B . . . alla destra di esso ed altrettanti C, D ... alla 
sinistra, e si condurranno le secanti A M, B M,...MC,M D. 
Si tagleranno queste secanti con un' arco di circolo avente per 
centro M ed un raggio qualunque; ed a partire dai punti di sezione 
a, 6 ... c, d . . . riportate le corde A M, B M . . . C M, DM... 
in a a, b fi . . . , c y, d o* . . . si traccerà una curva pei punti a, fi . . . 
'/, . . . così ottenuti. Questa curva taglierà V arco di circolo in un 
punto w» che appartiene alla tangente cercata M T t poiché la 
corda corrispondente alla retta M T deve esser nulla sopra Mm. 

Se 1' arco di raggio M a taglia la curva data in P, il 
.punto di contatto M appartiene alla curva a j3 m . . . , e la retta 
Pilfdeve resultare ad essa tangente in M. Quando 1' arco M a 
fosse tagliato dalla curva Ma fi... sotto un' angolo troppo 
acuto, si può modificarla riportando sulle secanti delle lunghezze 
«.loppio o triple delle corde. 
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Le curve ausiliarie M a /S ... si chiamano curve (V errore. 
e possono adoperarsi con vantaggio anche per determinare con 
precisione il punto di contatto della tangente nel caso in cui 
sia condotta per un punto esterno, o parallelamente ad una 
retta data. 

184. Sia TMT l (Fig. 113) la tangente descritta in uno 
dei casi precedentemente indicati: si condurranno delle secanti 
parallele a TT 1? e pei punti A. A .... estremità delle corde su 
queste determinate dalla curva, altrettante perpendicolari ad L T ì 
da una parte e dall' altra della tangente. Riportate su queste 
perpendicolari a partire da Tl\ le lunghezze a a, ol x a 1 e- 
guali ad A A l , si farà passare una curva pei punti a . . . a t 
così trovati, e questa curva taglierà quella data nel punto ri- 
chiesto M. 

Non è necessario che le rette A a . . . A x a t sieno perpen- 
dicolari alla tangente, ma è sufficiente che sieno rigorosamente 
parallele. 

La curva d' errore M a v si cangia in una linea retta se la 
proposta è simmetrica attorno alla sua normale in M. 

I processi grafici esposti per le tangenti a quelle curve che 
non possono geometricamente definirsi, sono applicabili anco alle 
altre per le quali la Geometria offre i mezzi di tracciamento. 

185. Circonferenza osculatrice. Due curve si dicono tangenti 
in un punto quando hanno a comune in esso la tangente. Così 
se la indefinita M N (Fig. 114) è normale in M alla curva 
.4 M B, ogni circonferenza avente il suo centro C sopra M X 
e descritta col raggio C M è tangente in M alla curva. 

Supponiamo ora che la circonferenza C M tagli la curva 
A MB in un punto A, e mantenendo il suo centro sulla in- 
definita M N, facciamone variare il raggio per modo che il 
punto di sezione A si avvicini a quello di contatto M: allor- 
ché esso coinciderà con M la circonferenza avrà con la curva 
data un contatto più intimo che in qualunque altra posizione ; 
ed è allora che prende il nome di circonferenza osculatrice. 

L' arco A B essendosi annullato, la circonferenza si tro- 
verà al disopra della curva alla sinistra di M mentre alla de- 
stra si trova sempre al disotto ; essa dunque traversa la curva 
in M senza aver cessato d'avere in questo punto la medesima 
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tangente. Una tale proprietà è caratteristica della circonferenza 
osculatrice, poiché se immaginiamo che il punto A, continuan- 
do il suo movimento . passi alla destra di M. Y arco com- 
preso fra M ed A si troverà interamente al di sopra della 
curva. 

Tuttavia se mentre il punto A coincide con il/, ancor 1' al- 
tro punto di sezione B cadesse in il/, la circonferenza oscula- 
trice si troverebbe in prossimità del punto di contatto da una 
stessa parte della curva. 

La proprietà precedente ci autorizza a stabilire che la cir- 
conferenza osculatrice ha a comune con la curva data due ele- 
menti rettilinei l 1 uno alla sinistra e l' altro alla destra del 
punto il/ di contatto. 

186. L'analisi algebrica fa conoscere con la più grande e- 
sattezza possibile la lunghezza del raggio e la posizione del 
centro della circonferenza osculatrice ;(*) ma in molti casi di pra- 
tica possiamo contentarci di ricorrere al me/.zo segucute. Si 
prenderanno due punti a destra e a sinistra del punto in dato 
sulla curva proposta A m B (Fig. 115) due punti vicini a e c 
e presso a poco equidistanti da f». Il centro e il raggio della 
circonferenza che passa per questi tre punti potranno prendersi 
per centro e raggio della circonferenza osculatrice ; e questa 
ipotesi sarà tanto più esatta, quanto più piccoli saranno gli ar- 
chi am ed m c. Tuttavia non converrà prendere i punti a, c 
troppo vicini per non perdere con la difficoltà della nota co- 
struzione geometrica, l'esattezza che si ottiene avvicinandosi al- 
la verità del principio. 

Un processo analogo si potrebbe anche seguire per la co- 
struzione della normale e della tangente in un punto m d' una 
curva qualunque. Presi i due punti a e c vicini ad m presso a 
poco equidistanti, ed uniti con una linea retta, si può con- 
siderare come normale in m la perpendicolare in 0 sul mezzo 
di ac, e come tangente la perpendicolare in m alla in 0. 

187. Cubvatoba dblle linee. Immaginiamo una circonfe- 
renza di raggio R divisa in parti eguali e sufficientemente pic- 

C) Ved. il mio Corso di Matematiche per gli Istituti tecnici. Par- 
te li. Cap. XU 
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cole per ritenere che ciascuna confondasi con la corda corri- 
spondente; sieno m, in gli estremi cV uno di questi piccoli archi, 
ed a r augolo fatto dalle tangenti in quei punti ; quest' angolo 
sarà pure eguale a quello che fanno i raggi li condotti pei 
punti di contatto, ed avremo: 

1 _ v 
R are. mm'' 

Alrapporto è stato dato il nome di curvatura , la 

are. m m 

quale in una medesima circonferenza è costante, ma \aria co- 
me si vede in ragione inversa del raggio. 

Abbiasi ora una curva qualunque amò (Fig. 11G), e sia 
m in un arco piccolissimo e tale da potersi confondere con 
quello della circonferenza osculatrice avente per centro il punto 
c comune allo due normali in m ed in. Potremo prendere per 
curvatura della linea a m b nell' elemento in in quella della 
circonferenza osculatrice corrispondente. Essa è dunque misurata 

, . ang. wpw' . , 1 

dal rapporto , -, ossia da 

1 r are. m in m c 

Per questa ragione il centro e il raggio della circonferenza o- 
sculatrice in un punto dato d' una curva chiamansi respcttiva- 
mente Centro e rafflio di curvatura di quel punto. 

188. Dilli curvi: sviluppanti i sviluppate. Sia ab ed... n 
(Fig. 117) una curva qualunque; a, b, c, d, . . . altrettanti punti 
di essa vicinissimi fra loro, ed ao, bo , co" ... le corrispon- 
denti normali. Le intersezioni 0,0 , 0" . . . di queste normali, 
considerate due a due, saranno pure vicinissime, e per esse po- 
trà farei passare un altra linea curva 00 0 ' ... p, a cui si 
da il nome di svilupjtaia per rispetto alla linea ab ed . . . n, 
la quale chiamasi sviluppante. 

Da quanto precede deducessi : 1.° che i punti o, o',o",o . . . 
della sviluppata sono i centri di curvatura della sviluppante 
a b c d . . . n, ed a 0, 6 0' , c 0 " . . . i raggi di curvatura nei punti 
a, 6, c . . .; onde la sviluppata d' una linea si può considerare come 
il luogo dei centri di curvatura di tutti i suoi punti: che 
le porzioni 0 </, 0' 0", 0" 0 " . . . di cui ogni raggio eccede il 
precedente potendosi riguardare come elementi rettilinei della 
sviluppata, i raggi stc\>i sono tangenti di quest' ultima; onde 

9 
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le tangenti della sviluppata sono normali delia sviluppante ; 
3.° la differenza fra due raggi do " , ao è sempre eguale alla 
lunghezza dell'arco di sviluppata compreso fra i punti o ed o" 
nei quali questi raggi sono tangenti. 

189. Per ogni linea data ab ed... n esiste una sola svi- 
luppata, perchè ognuno dei suoi punti ha una sola normale, e 
non può ottenersi che un unico luogo geometrico delle inter- 
sezioni consecutive delle normali medesime. Ma una data linea 
può avere una infinità di sviluppanti. Supponiamo si tratti 
della curva oo' o" o"' . p: se pei punti o, o , o ", . . . molto 
vicini fra loro conduconsi altrettante tangenti, e su quella del 
secondo punto o' riportasi a partire da o' la lunghezza del- 
l' arco o o\ e poi su quella del terzo punto o riportasi a par- 
tire da o" la lunghezza dell'arco o o' o "\ e così di seguito, è 
chiaro che la linea o r la quale passa per le estremità così ot- 
tenute di tutte le tangenti sarà una sviluppante della curva in 
questione. È evidente pure che una seconda sviluppante u v x 
si otterrà se a partire dai diversi punti della linea o r ripor- 
tasi sul prolungamento delle corrispondenti normali una lun- 
ghezza costante o u , ed una terza ab ed... n se ne otterrà 
riportando su quella una diversa lunghezza costante o a, ec. 

Tutte queste sviluppanti si possono immaginare ottenute 
anco dai diversi punti d' un filo flessibile e inestendibile , che 
fisso con un estremo in un punto p della linea o o' o ' . . . p 
e su questa avvolto, si svolgesse poi sul piano della curva te- 
nendolo sempre teso per modo da rappresentare in ciascuna 
delle sue posizioni la tangente alla curva data. È per questo 
modo di generazione delle diverse curve a b C d , , . pi, « v x ec. 
che è stato dato a queste il nome di sviluppanti, e quello di 
sviluppate alle curve o o' o" . . . p. 

190. Le curve piane che occorrono più di frequente nelle 
applicazioni sono le conosciute sotto il nome di sezioni coniche, 
le loro sviluppanti e sviluppate , le cicloidi ed epicicloidi , ed 
alcune spirali. Un esame dettagliato di ciascuna di esse, e l 1 e- 
sposizione delle loro proprietà ci porterebbe troppo in lungo, 
e non potrebbe farsi qui che in un modo assai incompleto. Noi 
rimandiamo per tutto ciò il lettore alla Parte II del nostro 
Corpo di Matematiche per gli Istituti tecnici, ove troverà am- 
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piamente svolte discusse le proprietà di questi* curve, indicati 
i processi grafici per le costruzioni delle loro taugenti e nor- 
mali , delle sviluppanti e sviluppate, e per la determinazione 
dei centri e raggi di curvatura corrispondenti. ■ 

Delle curve storte, o a doppia curvatura, parleremo nel 
Libro III. 

191. Rappresentazione obakica delle linee curve. &i& A B C 
•Tig. 118) una linea curva qualunque nello spazio riferita al 
sistema de' due piani V V , T Z il primo dei quali è orizzon- 
tale e T altro verticale. La linea ab c luogo delle projezioni 
orizzontali dei punti A, B, C sarà la projezione orizzonta- 
le, e V altra o A 6 A c l luogo delle projezioni verticali dei me- 
desimi punti ne sarà la projezione verticale. Quando il coordi- 
nato verticale T Z si è abbattuto al di là della linea di terra 
in L V, la projezione a l b i c A prende la posizione a' b' c' non 
conservando con abe altra dipendenza che quella già stabilita 
(N. 5) fra i punti a ed a', b e b' ec. che sono le projezioni 
d' uno stesso punto A, o B . . . della curva considerata. 

La lineaaòcpuò considerarsi come la sezione prodotta dal 
coordinato orizzontale nella superficie che è luogo geometrico 
di tutte le posizioni prese dalla progettante A a supposta mo- 
bile in modo da mantenersi perpendicolare al coordinato me- 
desimo , mentre scorre sulla curva A BC\ e la projezione 
(* l b l c l può del pari riguardarsi come la sezione prodotta dal 
coordinato verticale nella superficie generata dalla progettante 
Aa x supposta mobile per modo da mantenersi perpendicolare 
allo stesso coordinato mentre appoggiasi sulla curva data A B C. 
Tali superficie diconsi superficie proiettanti della curva ABC'. 
esse fanno parte d' una famiglia interessante di superficie cur- 
ve, che esamineremo fra breve. Frattanto, mentre permettono 
di definire geometricamente le projezioni d'una linea curva, di- 
mostrano ancora che due curve tracciate sopra i piani coordi- 
nati possono sempre considerarsi come le projezioni d' una li- 
nea nello spazio facile a concepirsi, e che d' altronde può sempre 
determinarsi per punti. 

192. Teorema. Le projeeioni della tangente in un punto 
qualunque B cV una curva sono tangenti nelle projezioni b e b' 
del punto di contatto. (Fig. 118). 
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Basta considerare la tangente B M come il prolungamento 
dell 1 elemento rettilineo corrispondente a B. E chiaro che le 
proiezioni di quello saranno due elementi rettilinei delle prele- 
zioni abe, a b c' corrispondenti ai punti beh : prolungando 
questi elementi si hanno le tangenti bm, b m' per projezioni 
della tangente B M. 

193. Le traccie d 1 uua curva ed i suoi angoli coi piani coor- 
dinati giovano molto a farne conoscere la posizione e la inclina- 
zione rispetto ad essi. Se la curva data è (A B C I), A ' B C J) ) 
(Fig. 119) si troveranno la traccia orizzontale A e quelle ver- 
ticali B' e C operando come jkt le linee rette. Se poi in que- 
sti punti (A, A ), (/?, B ), (C, C ) si conducono le tangenti, 
c si determinano gli angoli che queste rette fanno coi piani 
coordinati conosceremo V inclinazione della curva sugli stessi piani 
nei punti medesimi. 

191. Le projezioni d'una curva sono in generale linee cur- 
ve ; ma se la curva data è piana, può una delle sue projezioni 
essere rettilinea. Questa circostanza si verificherà ogni qualvolta 
il suo piano sarà parallelo o perpendicolare ad uno dei coor- 
dinati. La prelezione rettilinea della curva si trova sulla trac- 
cia del piano avente lo stesso nome del coordinato a cui è 
perpendicolare; e la medesima traccia è pure il luogo delle 
projezioni corrispondenti di tutti i punti e lince aventi rela- 
zione con la curva, o che sono contenute sul suo piano. 

Reciprocamente : se una delle projezioni d' una curva è retti- 
linea, la curva rappresentat a ò piana. Poiché una delle sue superfi- 
cie precettanti è un piano, ed essa è la intersezione di questo piano 
con 1' altra superfìcie precettante. Quando però ambedue le pro- 
iezioni sono curvilinee, la curva rappresentata in generale non 
sarà piana, poiché resulta dalla intersezione di due superficie 
projettanti cune; e partecipando necessariamente della curva- 
tura dell' una e dell' altra le è stato apposto il nome di cuna 
a doppia curvatura. Se in questo caso però la curva rappre- 
>entata fosse piana, deve essere possibile sempre trovare un si- 
stema di piani coordinati,, sopra uno dei quali ne sia rettili- 
nea lu proiezione. 
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Generazione delle superfìcie cilindriche 
coniche e di rivoluziono. 

195. Qualsivoglia superfìcie è il luogo (lolle posizioni d'una 
linea mobile secondo una legge continua e determinata. Que- 
sta linea si chiama generatrice: essa può essere costante du- 
rante il movimento o variabile di forma in una infinità di 
maniere. La generatrice può esser soggetta ad incontrare certe 
curve, od esser parallela ad un piano fisso: si distinguono al- 
lora col nome di direttrici quelle curve , e di piani direttori 
quelli che regolano il movimento della generatrice. 

Noi supporremo per ora che le generatrici e le direttrici 
sicno curve piane e geometriche, e cominceremo dallo studio 
«Ielle più semplici che sono le superficie cilindriche coniche e 
di rivoluzione. 

196. Superficie cilindriche. Immaginiamo condotta per un 
punto qualunque della circonferenza di un circolo una retta 
perpendicolare al suo piano; e .supponiamo di poi che questa 
retta, fatta mobile, scorra lungo la circonferenza medesima 
mantenendo costante la sua inclinazione al piano: è manifesto 
che il luogo delle successive sue posizioni sarà la nota superficie del 
cilindro circolare retto. Così questa superficie avrà per genera- 
trice uua liuea retta, e per direttrice la circonferenza d' un circolo. 

Due posizioni qualunque della generatrice essendo paral- 
lele si troveranno sempre in un medesimo piano; per cui pos- 
siamo concludere che un piano secante qualunque, purché sia 
parallelo alla direzione della generatrice, taglia il cilindro cir- 
colare retto secondo due linee rette parallele fra loro. Que- 
ste sezioni piane proprie della superficie cilindrica considerata 
stabiliscono il carattere che la distingue da qualunque altra 
superficie. 

Cangiamo la direttrice circolare in una ellisse, in una 
iperbole, in una parabola, o in un' altra curva piana qualun- 
que, e le altre coudizioni della generatrice restino le stesse: 
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avremo altrettante superficie nella forma diverse, ma nel ca- 
rettere identiche; poiché due posizioni qualunque della genera- 
trice saranno sempre parallele. 

Immaginiamo ancora che por ciascuna di queste direttrici 
differenti la generatrice s' inclini di un certo angolo sul 
loro piano, e quindi muovendosi nello spazio colla condizione 
di scorrere lungo la direttrice si mantenga sempre parallela 
alla prima sua posizione. Le superficie generate saranno pure 
diverse nella forma, e tante quante sono le inclinazioni che 
possiamo assegnare alla generatrice ; ma non sarà meno vero 
che la proprietà caratteristica della prima non sussista per 
le seconde. 

E possibile dunque concepire una infinità di superficie della 
medesima generazione di quella del cilindro circolare retto, e 
che hanno tutte per conseguenza il medesimo carattere proprio 
a distinguerle dalle altre. Tutte queste superficie sono distinte 
col nome di superficie rilindrichc. 

Le projezioui d' una curva sono le sezioni prodotte dai 
piani coordinati in due superficie cilindriche aventi per diret- 
trice comune la curva rappresentata, e le generatrici perpendi- 
colari a ciascun coordinato. 

197. È proprietà comune a tutte le superficie cilindriche 
quella di esser tagliate da piani paralleli fra loro, ma non alla 
direzione della generatrice, secondo curve eguali. 

Poiché considerando la direttrice di un cilindro come un 
poligono di lati infinitamente piccoli, il luogo di tutte le posi- 
zioni della generatrice sarà una superficie prismatica di faccie 
infinitamente strette. Sappiamo che le sezioni prodotte in un 
prisma da piani paralleli sono poligoni eguali, qualunque sia la 
grandezza delle faccie del prisma: questa proprietà non cesserà 
di sussistere anche nel caso in cui queste faccie sieno infinita- 
mente strette; ma allora la superficie del prisma può inten- 
dersi confusa con quella di un cilindro, e le corrispondenti 
sezioni poligone con le curve che sarebbero prodotte nella su- 
perficie cilindrica dai medesimi piani secanti. Dunque una su- 
perficie cilindrica qualunque è tagliata da un sistema di piani 
parelleli secondo curve identiche. 

198. Di un'altra proprietà importante godono le superficie 
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cilindriche, ed è quella di potersi spiegare in imo stesso piano 
senza rottura o addoppiamelo di parti. Per convincersene basta 
rammentare ciò che dicemmo intorno al prisma (N. 148 e 149), 
e riflettore elio le proprietà ivi dimostrate sussistono indipen- 
dentemente dalla grandezza delle sue faccie e da quella dei 
loro angoli. Talché senz' altro aggiungere potremo inferirne che: 
J.° Ogni superfìcie cilindrica pub spiegarsi in un piano. 

2. ° Ver siffatto spiegamento, cui m dà anco il nome di 
sviluppo la sezione retta del cilindro , cioè quella prodotta da 
un piano perpendicolare alle sue generatrici, diviene una linea 
retta di lunghezza eguale al suo perimetro. 

3. ° Le generatrici restano perpendicolari a questa retta, 
conservando eguali le loro lunghezze tanto al disopra che al 
di sotto. 

4. " Una curva qualunque descritta sulla sua superficie 
si cambia in un altra, cui daremo pure il nome di trasformata. 
e i di cui archi hanno la stessa lunghezza assoluta di quelli 
della curva primitiva. 

5. " Le porzioni delle generatrici comprese fra questa 
curva e la sezione retta del cilindro conservano la stessa lun- 
ghezza, e si mantengono perpendicolari alla retta seguendo la 
quale si svolge la sezione retta. 

6. ° Ciascuna tangente alla curva primitiva forma colla 
generatrice die passa per il punto di contatto un angolo, il 
quale resta invariato ; ed inoltre dopo lo siHluppo della super- 
ficie sarà tangente alla trasformata nello stesso punto. 

7. " Se gli elementi di una curva tracciata sulla superfi- 
cie di un cilindro faranno un' angolo eostante colle sue gene- 
ratrici, la sua trasformata sarà una linea retta ($. \4fì). 

199. Superficie coniche. Per il centro d* una circonferenza 
sia condotta una perpendicolare al suo piano. Una linea retta 
congiunga un punto A di questa perpendicolare con un punto 
della circonferenza, e quindi si muova nello spazio per modo 
da passare sempre per il punto fisso A e scorrere coli' altra 
estremità sulla circonferenza. Il luogo di tutte le sue posizioni 
sarà la nota superficie del cono circolare retto, alla quale può, 
come vedesi, assegnarsi per generatrice una linea retta e per di- 
rettrici la circonferenza di un circolo e un punto, a cui si dà 
il nome di vertice, o centro. 
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Un piano condotto per il vertice e che taglia la direttri- 
ce , interseca evidentemente la superficie seguendo due rette 
concorrenti al vertice stesso. Questa sezione verificandosi per 
tutti i piani che sodisfanno alla stessa condizione stabiliscono 
il carattere proprio della superficie «li cui si tratta. 

200. La legge di generazione di questa superficie non è mi- 
nimamente alterata se immaginiamo la generatrice indefinita: 
in tal caso verrà a formarsi al di là del vertice un' altra 
superficie identica alla precedente, la quale essendo il luogo 
delle medesime posizioni di una sola retta si considera come 
faciente parte della prima , e le si dà il nome di falda su- 
periore del cono, riserbando quello di falda inferiore a que- 
st' ultima. 

201. Cangiamo di sito il vertice e consideriamolo in un 
punto qualunque dello spazio purché fuori del piano della cir- 
conferenza direttrice. Di poi immaginiamo che una retta inde- 
finita si muova passando sempre per questo punto e scorrendo 
sulla circonferenza: il luogo delle sue posizioni sarà una su- 
perficie di forma diversa dalla precedente , ma due posizioni 
qualunque saranno in un medesimo piano; ossia la sezione pro- 
dotta da un qualsivoglia piano condotto pel vertice e che ta- 
glia la direttrice, intersecherà la superficie secondo due rette 
che si incrociano nel vertice. 

Lasciamo fisso il vertice e cangiamo la direttrice in un'al- 
tra linea piana qualunque; le diverse superficie che ne resul- 
teranno dallo stesso modo di generazione avranno tutte il me- ' 
desimo carattere generale di quella del cono circolare retto. A 
tutte queste superficie è stato dato il nome di superfìcie coniche. 

202. Considerando una delle falde della superficie conica 
terminata ad un piano qualunque, e la sezione prodotta da 
questo piano come un poligono composto di una infinità di lati 
infinitamente piccoli, la falda medesima resulterà composta da 
una infinità di triangoli di base infinitamente piccola, per cui 
potrà riguardarsi come una piramide. È noto che le sezioni 
prodotte da piani paralleli in questo poliedro sono poligoni 
simili; e ciò è vero qualunque sia la grandezza e il numero 
dei luti del poligono base della piramide. La medesima pro- 
prietà sussisterà dunque anche nel caso di una piramide avente 
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per base un poligono composto di una infinità di lati infinitamente 
piccoli; ragione per cui potremo concludere che se una super- 
ficie conica si taglierà con un sistema di piani paralleli, le se- 
zioni resultanti saranno curve simili. 

203. Ancho le superficie coniche a somiglianza delle pira- 
midi possono spiegarsi in un piano senza rottura o raddoppia- 
mento di parti, e in questa trasformazione potremo osservare cho; 

1. ° Le generatrici, o qualunque loro parie, non cangiano 
di lunghezza. 

2. * La buse del cono, o qualsivoglia altra curva trac- 
ciata sulla sua superfìcie, diviene una linea di cui la curvatura 
non e più la. stessa di quella della curva primitiva, e che si 
chiama la trasformata della prima; ma i suoi archi conser- 
vano la medesima lunghezza assoluta di quelli della curva pri- 
mitiva medesima. Talché se questa ultima avesse tutti i suoi 
punti equidistanti dal vertice, la sua trasformata sarebbe un* ar- 
co di circolo descritto con un raggio eguale al lato del cono 
compreso fra la curva e il vertice. 

3. ° Ogni tangente alla curva primitiva forma colla ge- 
neratrice del cono condotta pel punto di contatto un' angolo 
die resta invariato nello sviluppo della superficie; e quella pri- 
ma retta passa ad esser tangente alla trasformata nel mede- 
simo punto. 

204. Supebficie di rivoluzione. Se immaginiamo un semicir- 
colo situato in un modo qualunque nello spazio, e diamo ad 
esso un movimento di rotazione attorno al suo diametro reso 
fisso, i punti della semicirconferenza si troveranno ad egual di- 
stanza dal centro nelle diverse sue posizioni, e il luogo di que- 
ste ultime sarà evidentemente la superficie sferica. 

11 diametro fisso, attorno al quale si è supposta eseguita 
la rotazione, può immaginarsi indefinitamente prolungato, e 
prende il nome di asse di rotazione. 

Ogni punto della semicirconferenza generatrice descrive una 
circonferenza, il cui piano è perpendicolare all' asse direttore ; 
per cui se tagliamo la sfera con un qualsivoglia piano perpen- 
dicolare a quest' ultimo, la sezione resultante sarà un circolo. 

205. Concepiamo una linea qualunque e facciamo che ruoti 
attorno ad una retta fi^sa mantenendo tutti i suoi punti ad 
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egual distanza da questa retta. Il luogo di tutte le sur posi- 
noli sarà una superficie ben diversa da quella sferica, ma a- 
vrà con essa a comune il carattere d" esser tagliata secondo 
dei circoli da tutti i piani perpendicolari all'asse di rotazione. 
Ed ecco un numero indefinito di altre superficie, la cui gene- 
razione è simile a quella della sfera, ed alle quali è stato dato 
il nome di superficie di rivoluzione. 

Fra le superficie cilindriche e coniche, quelle del cilindro 
circolare retto e del cono circolare retto presentano entrambe 
il medesimo carattere delle superficie testé considerate ; poiché o- 
gni piano normale alla retta condotta pel centro della loro diret- 
trice perpendicolarmente al piano di questa ultima taglia Y uno 
e V altro secondo una circonferenza. Sotto questo punto di vista 
esse appartengono al genere delle superficie di rivoluzione: ed 
inflitti noi possiamo riguardare la prima come generata dal lato 
di un rettangolo che ruota attorno al lato opposto, e la seconda 
come generata dalla ipotenusa di un triangolo rettangolo che 
ruota attorno ad un cateto. 

20H. Si chiamano paralleli le sezioni circolari determinate 
nelle superficie di rivoluzione dai piani perpendicolari all' asse: 
e diconsi meridiani quelle prodotte da piani condotti per V asse. 

207. Teorema. Tutti i meridiani d" una stessa superficie di ri- 
voluzione sono curve identiche. Immaginiamo infatti che la super- 
ficie delineata nella Fig. 120 e generata dalla linea PV P sia 
tagliata da due piani condotti per V asse secondo i meridiani 

MM' M' m m m", N N' N" ; e le rette M 0, M 0', M" Qf'\ 

NO, y 0 , N" 0' sieno le intersezioni dei loro piani con quelli 
dei paralleli descritti dai punti P. 1", P della generatrice. Gli 
angoli MON, M O X, M 0" N', misurando ciascuno la in- 
clinazione dei due piani, saranno eguali fra loro : quindi se imma- 
gineremo che il piano della curva JS r À T; N" si muova attorno all' as- 
se di rotazione per venire ed abbattersi sul piano dell' altra 
MM M . allorché il punto N si sarà abbattuto in 3f, tutti gli 
altri punti i\T, JV" coincideranno respettivamente coi punti M' , M" . 

Questa proprietà può considerarsi come caratteristica della 
superficie di rivoluzione. 

Quando la generatrice di una superficie di rivoluzione è 
piana, ed il suo piano passa per l'asse, i meridiani sono e- 
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guali alla generatrice in figura e dimensioni ; lo che non ha 
luogo se la generatrice non è piana, o. essendo tale, non giaee 
nel medesimo piano con 1' asse di rotazione. 

208. Osservazioni;. Ad ogni superficie di nota generazione 
è sempre possibile assegnare una generatrice e una di lettrice 
diverse dalle primitive : in altri termini, una medesim i super- 
ficie ammette più modi di generazione differenti. Cosi la su- 
perficie cilindrica che avesse per direttrice una circonferenza e 
l>er generatrice una retta inclinata comunque sul piano di quella 
potrebbe intendersi generata invece della circonferenza medesima 
la quale, si movesse parallelamente a se stessa percorrendo col suo 
centro una retta parallela alla direzione della generatrice pri- 
mitiva. Si potrebbe intendere anche generata da una linea 
qualunque piana tracciata sulla sua superficie, e che si movesse 
nello spazio colla condizione di mantenere il suo piano paral- 
lelo a quello della prima posizione, e di scorrere con uno dei 
suoi punti sopra la medesima generatrice rettilinea. 

l'arimeute qualunque sia stata la generatrice di una su- 
perficie di rivoluzione , se noi sostituiamo a quella una delle 
curve meridiane e supponiamo che questa curva ruoti attorno al 
medesimo asse mantenendo tutti i suoi punti egualmente distanti 
da esso, il luogo delle diverse posizioni di quel meridiano coin- 
ciderà colla superficie considerata. 

In tutti questi modi di ti e n nti di generazione applicabili a 
ciascuno dei tre generi di superficie «la noi presi in traine la 
generatrice mantiene costante La sua forma durante il movi- 
mento. Ma non è raro il caso in cui la generatrice varii di 
luogo e di forma nel generare una superficie. Abbiamo veduto 
che un sistema di piani paralleli interseca la superficie conica 
secondo curve simili , per cni potremo supporre la medesima 
superficie come generata da una di queste curve che si muova 
nello spazio parallelamente a se stessa, e variando di forma 
secondo tal legge da sodisfare completamente in tutte- le sue 
posizioni alla condizione suespressa. 

Anche la superficie di rivoluzione ammette una generatrice 
che mentre varia di luogo, varia anche di forma. Poiché avendo 
visto che tutte le sezioni in essa prodotte da piani perpendi- 
colari al suo ave sono circonferenze, possiamo supporre che la 
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medesima superficie sia generata da una di queste circonfe- 
renze che si muova parallelamente a se stessa, variando il suo 
raggio secondo una legge determinati. Così se immaginiamo 
un cerchio verticale, e concepiamo un circolo orizzontale mobile 
che abbia successivamente per diametro tutte le corde orizzon- 
tali del circolo verticale, si vede che il circolo mobile varierà 
di raggio, a misura che cangia di altezza e il luogo delle po- 
sizioni della sua circonferenza sarà una superficie sferica. 

209. Del ri ano tangente alle superficie. Dacché abbiamo 
considerato una curva come un poligono di cui i lati sono in- 
finitamente piccoli , si può considerare una superficie come un 
poliedro composto di una infinità di faccette infinitamente pic- 
cole, e tali che V angolo diedro fatto da due qualunque di esse 
consecutive differisca infinitamente poco da due angoli diedri 
retti. Immaginiamo una di queste faccette prolungata in tutte 
le direzioni, ed avremo evidentemente un piano che toccherà 
la superficie secondo 1' elemento prolungato : questo piano è ciò 
che si chiama un piano tangente della superficie considerata. 
All' elemento che è comune alla superficie e al piano si dà il 
nome di punto, o elemento di eontatto. 

La retta perpendicolare al piano tangente nel suo punto 
di contatto dicesi normale della superficie. 

Se la superficie è interamente convessa come sarebbe una 
sfera, o è tale clic una medesima retta non può intersecarla 
in più di due punti, è manifesto che il piano tangente lascerà 
tutta la superficie da una medesima parte, e tranne Y elemento 
di contatto non avrà con essa nessun' altro punto a comune. 
Ma se la superficie di cui si parla avesse in qualche parte la 
forma della gola di una puleggia, o potesse da una medesima 
retta venir tagliata in • più di due punti, si comprende facil- 
mente che un piano tangente in un punto della sua parte e- 
sternamente concava polrà intersecarla secondo una o più linee 
che in generale passeranno per V elemento di contatto. 

Concepiamo una infinità di linee tracciate, sopra una su- 
perficie, e che si tagliano tutte in un medesimo punto per il 
quale sia condotta a ciascuna di .esse una tangente. Il luogo 
geometrico di tali tangenti sarà un piano, e questo piano sarà 
tangente alla superficie nel punto suddetto. Infatti : le curve 
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passando tutte per uu medesimo pHnto della superfìcie traver- 
sano la faccetta elementare corrispondente a questo punto, os- 
sia hanno ciascuna un' elemento rettilineo disteso su questa fac- 
cetta. Ma la tangente ad ogni curva è questo elemento rettili- 
neo prolungato, dunque deve necessariamente trovarsi nel piano 
tangente alla superficie, il quale è il prolungamento della fac- 
cetta fiuto in tutte le direzioni possibili. 

Questa proprietà del piano tangente è generale, e non sof- 
fre eccezioni che raramente e in certi punti di alcune super- 
ficie detti punti singolari. Tali sarebbero per esempio il vertice 
nelle superficie coniche, e nelle superficie di rivoluzione quei 
punto dell' asse che fosse incontrato dai meridiani sotto un' an- 
golo differente da 90.° 

Siccome due linee rette bastano a determinare un piano , 
così per costruire il piano tangente in un punto qualunque di 
una superficie (lata sarà necessario e sufficiente costruire le tan- 
genti in quel punto a due curve tracciate sulla superficie. 

La semplicità delle costruzioni dipenderà in gran parte 
dalla natura di queste cune, che fra tutte quelle le quali pos- 
sono tracciarsi sulla superficie data dovranno essere le più uv- 
ei li a costruirsi. 

Per le superficie cilindriche coniche e di rivoluzione esse 
presentansi naturalmente da se. Nelle prime una di queste curve 
si riduce ad una linea retta, ed è la generatrice che passa pel 
punto di contatto; nelle altre possono essere il parallelo e il 
meridiano corrispondenti al punto medesimo. Ma le proprietà 
che noi siamo per dimostrare nei numeri seguenti rendono la 
costruzione del piano tangente a queste superficie anche più 
semplice di quella che sembra potersi dedurre dalle precedenti 
considerazioni. 

210. Teorema I. Un piano, die tocca una superficie cilimìrica 
o conica in un punto qualunque, è necessariamente tangente 
per tutta la lunglwzza della generatrice rettilinea condotta pel 
punto di contatto. (Big. 121). 

Sia DCBA% B' C D' un cilindro avente per direttrice 
una linea qualunque AB CD, e sia B B' una delle posizioni 
della generatrice, il piano, che passa per B B e per la tan- 
gente B T alla direttrice, toccherà evidentemente la superficie 
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nel pun!o B. Ma questo non sarà il solo punto di contatto: 
lo stesso piano ne avrà colla superficie altrettanti quanti sono 
quelli situati sulla generatrice B B'\ e per dimostrarlo basterà 
far vedere che esso contiene la tangente a qualunque altra 
curva elio per un qualsivoglia punto M della generatrice sia 
descritta sul cilindro. 

Il piano tangente determinato dalle rette B B' e B T con- 
tiene l' elemento rettilineo B b comune alla curva A B C D e 
alla sua tangente T B ; laonde avrà a comune col cilindro la 
faccia infinitamente stretta Bbb' B ' . Su questa faccia, traver- 
sata in M dalla curva qualunque sopra indicata, stà pure uno 
de' suoi elementi lineari Mm \ talché il prolungamento M T' 
di quello, cioè la tangente in il/, sarà pure contenuta nel piano 
tangente in quistione. 

Un ragionamento analogo basta a dimostrare che il piano, 
che tocca una superficie conica in un punto qualunque, re- 
sulta tangente alla superficie medesima per tutta la lunghezza 
della generatrice condotta per il punto di contatto. 

Per questa ragione dicesi generatrice di contatto quella con- 
tenuta nel piano tangente ad una di queste superficie. 

Consegue da ciò che per costruire il piano tangente aduna 
superficie cilindrica o conica in un punto dato, non sarà ne- 
cessario far passare per questo punto una curva che sia situata 
sulla superficie; ma basterà condurre la tangente ad un' altra 
curva qualunque tracciata sulla superficie medesima in quel 
punto in cui è tagliata dalla generatrice rettilinea corrispon- 
dente al punto di contatto: e questa tangente insieme con la ge- 
neratrice anzidetta determineranno il piano richiesto. 

La curva di cui trattasi può essere la direttrice o la trac- 
cia della superficie. Quando si scelga questa seconda curva è 
manifesto che la sua tangente sarà anche la traccia corrispon- 
dente del piano tangente. 

211. Teorema II. U piano tangente ad una superfìcie di ri- 
voluzione è sempre perpendicolare al piano meridiano die passa 
per il punto di contatto. (Fig. 122). • 

Sia M un punto qualunque di una superficie di rivoluzione: 
per esso passeranno sempre un parallelo AMD e un meri- 
diano R M S; e se MT ed M T sono le tangenti respettive di 
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queste due curve, il loro piano resulterà tangente in M alla 
superficie. Ora la tangente M T al parallelo trovandosi nel 
piano di questo, che è perpendicolare all' asse di rotazione ZZ , 
è non solo perpendicolare al raggio MC, ma ancora a quell' asse; 
quindi resulterà perpendicolare eziandio al piano di queste due 
rette, che è quello stesso del meridiano che passa per M. Dunque 
il piano tangente passando per M T' è necessariamente per- 
pendicolare a quello del meridiano. Questa dimostrazione è in- 
dipendente e dalla posizione del punto M e dalla natura della 
curva meridiana R M S. 

212. Teorema ILI. La normale in ogni superficie di rivolu- 
zione incontra V asse; e tutte le normali condotte dai punti di 
uno slesso parallelo formano un cono retto, il cui vertice è 
suir asse. 

1. " Abbiamo veduto che il piano tangente è ; ; ; li- 
colare al piano del meridiano che passa per M (Fig. 12- 1 : ne 
gue che la perpendicolare al piano tangente, ola noi;; ni 
dovrà essere contenuta nel piano del meridiano, e perciò Ìihv.a- 
trare Y asse in un certo punto N. Inoltre la reti:* M A e 
pure normale alla curva meridiana nel punto 3/, poici, è pc 
pendicolare alla sua tangente MT. 

2. ° Immaginiamo ora che il piano R M S ruoti att ru 
all'asse Z Z' : esso porterà seco la tangente M T e la uonu ie 
MN, che non cesseranno di essere perpendicolari fra loro pv» 
tutto il movimento durante il quale il punto M descrive il pa- 
rallelo MAI). 

Ma in qualunque posizione il piano meridiano trovasi sem- 
pre perpendicolare alla tangente al parallelo condotta per M, 
quindi è che la retta M X in qualunque punto del parallelo 
suddetto si troverà perpendicolare ad un tempo e alia t 
te M T e all'altra M T , ossia al piano tangente : lo che si- 
gnifica che la MN mentre ruota attorno ali" asse, 
dosi sempre sui parallelo del punto M e passando C0J»taif:eUu.r*uj 
per N, si troverà in ogni posizione normale alla sup< ; . i 
in questo movimento genererà una superficie conic. 
vertice in N e per base il parallelo ME AD. come 
dimostrare. 
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CAPITOLO III. 

Rappresentazloue grafica delle superficie cilindriche 
coniche e di rivoluzione. 

213. Date le proiezioni della direttrice d'una superficie, 
quelle della generatrice e la legge del suo movimento, la superficie 
è determinata e la sua rappresentazione grafica resa possibile. 
Poiché è manifesto che allorquando fossimo riusciti a costruire 
le proiezioni d" un certo numero di posizioni della generatrice , 
ciò basterebbe a darci un' idea sufficientemente chiara della forma 
della superficie. Se poi avremo modo di costruire ancora le 
traccio della superficie sui piani coordinati, ciocie linee secon- 
do le quali è da questi intersecata , la sua rappresentazioue 
grafica sarà completa, sendochè si possa sempre con tali dati 
ottenere un modello della superficie in quistioue. 

A raggiungere però con facilità il nostro intento suppor- 
remo definita la superficie col modo più semplice di sua ge- 
nerazione, o almeno con quello pel quale lo «-ostruzioni grafiche 
riescono più semplici e più spedite. Così per le superficie ci- 
lindriche e coniche assumeremo sempre per generatrice una 
linea retta, e per le superficie di rivoluzione considereremo 
come generatrice un meridiano. 

Problema I. Date le projezioni della direttrice d y una superfi- 
cie cilindrica, e quelle della direzione della sua generatrice, 
costruire le traccie della superfìcie medesima. (Big. 123). 

214. Sia (a b c d c, a b c d e) la direttrice della super- 
ficie cilindrica; ed (A A t , A A' t ) sia la direzione della ge- 
neratrice. 

Si prenderanno diversi punti (a. a), (6, fc), (c, c) della 

direttrice ; ai condurranno per essi altrettante rette parallele 
ad (AA t , A' A j), ed avremo altrettante posizioni della ge- 
neratrice. Cercando di tutte queste le respettive traccie sì orizzonta- 
li che verticali determineremo sul coordinato orizzontale i punti 
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A. B, 0, D, E. e sul coordinato verticale i punti A v B v C , . . . 
clic uniti con un tratto continuo somministreranno le traccio 
richieste. 

Nota una delle traccie della superficie cilindrica e data 
la direzione della genaratrice, si può egualmente costruirne la 
sua rappresentazione o trovarne 1' altra traccia senza conosce- 
re la direttrice. 

Supponiamo data la traccia orizzontale A B C DE...: 
si considereranno diversi punti (A, A ) (li, B'), ... condur- 
remo per questi le rette {A A v A A' X ,),{B li t> lì B j). . . 
parallele alla direzione della generatrice, e trovatene le traccie 
verticali, il problema rimarrà completamente risoluto come nel 
caso precedente. 

PROBLEMA II: Data mia delle proiezioni d' un punto appar- 
tenente ad una superficie cilindrica, trovarne V altra proie- 
zione. (Fig. 123). 

215. Sia data laprojezione orizzontale P del punto; e della 

superficie conoscasi la direttrice (a hed a h c d . . . ) e la 

direzione (A A v A ' A \) delle generatrici. Immaginando condotta 
per il punto in quistione una generatrice, la sua proiezione orizzon- 
tale sarà Pp parallela ad A A l : trovata sulla direttrice lapro- 
jezione p del punto p, la parallela ad A x A x condotta per 
p sarà la proiezione verticale della generatrice medesima: onde 
la perpendicolare alla linea di terra tirata ]>er V determinerà 
la proiezione verticale P del punto richiesto. 

Kgualmentc facile sarà trovare la projezioue domandata . 
(piando della superficie cilindrica si conosca una delle traccie. 

Problema IH. Date le projezioni della direttrice d'una superfì- 
cie conica e quelle del suo vertice, costruire le traccie del- 
la superficie. 

21f>. Questo problema si risolve come quello del N.° 214: 
si prenderanno diversi punti della direttrice; le congiungenti le 
loro projezioni orizzontali con la projezioue orizzontale del ver- 
tice saranno projezioni orizzontali delle generatrici che si ap- 
io 
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poggiano su quei punti, e le loro proiezioni verticali si tro- 
veranuo congiungendo la proiezione verticale del vertice con 
ciucile verticali dei punti medesimi. Le traccio della superficie 
saranno poi il luogo delle traccio di queste generatrici. 

Quando è data la traccia orizzontale, si può prendere que- 
sta per direttrice ; ed operando analogamente se ne otterrà la 
traccia verticale, e cou essa la completa rappresentazione gra- 
fica della superficie. 

Problema IV. Data ìa projezione verticale d'un punto appar- 
tenente ad una superfìcie conica, trovamela projezione oriz- 
zontale. (Fig. 124). 

• 

217. Sia V questa projezione. e (F, V ) il vertice della 
superficie, della quale supporremo cognita la sola traccia oriz- 
zontale. Congiungendo V con I J . la retta V P prolungata 
determina sulla linea di terra il punto p che si projetta in p 
sulla traccia orizzontale della superfìcie : la retta p V sarà la 
projezione orizzoatalc della generatrice che passa per il punto 
in quLstione; e la V V perpendicolare alla linea di terra de- 
terminerà la projezione richiesta V. 

I'kohi.lma V. Date le proiezioni della acneratricc e quelle del- 
l' asse, di ima superfìcie di rivoluzione, costniire uno dei 
meridiani. (Fig. 125). 

2 1 s. Li generatrice data sia la retta (D D ì , D D \): preso 
il coordinato orizzontale perpendicolare all' asse di rotazione, 
che supporremo essere (0, O' Z ), tutti i paralleli della super- 
ficie saranno orizzontali: e tali pure saranuo le rette che misu- 
rano la distanza di tutti i punti della generatrice dall' asse di 
rotazione. Rammentando poi che ogni meridiano è la sezione 
fatta nella superficie da un piano condotto per 1" asse, se di que- 
sti piani sceglieremo quello che è parallelo al coordinato ver- 
ticale e la cui traccia orizzontale è A C x parallela alla linea 
di terra, il meridiano cercato si proietterà verticalmeute nella 
sua vera grandezza. Vediamo come si può determinare la pro- 
iezione verticale di un punto qualunque di questo meridiano . 
cui si dà il nome di meridiano principale. 
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Sin (m, m) impunto della generatrice ; hi sua distanza dal- 
l' asso sarà la retta cougiuugoute m con 0, e il parallelo 
descritto da esso avrà per projezione orizzontale e vera gran- 
dezza la circonferenza m 2 in m l , per projezione verticale 
una parte della indefinita »*' tu', parallela alla linea di terra. 
I punti della generatrice, che in grazia della rotazione si tro- 
vano sul piano verticale A C\ , hanno le loro proiezioni oriz- 
zontali sulla retta A C l : così quando il punto (m , m') si troverà 
sul meridiano cercato sarà projettato in m l alla destra dell'asse, 
e in w„ alla sinistra ; quindi sul piano coordinato verticale le 
projezioni di queste due posizioni del punto suddetto saranno 
in' t ed in 2 . 

Ripetuta questa costruzione per gli altri punti (;>,i>)..» 
della generatrice, otterremo sul coordinato verticale altrettante 
coppie di punti p x , p 2 ... Se ora uniamo con un tratto continuo 
quelli situati a destra e con altro tratto continuo quelli si- 
tuati alla sinistra dell' asse di rotazione, avremo costruito V in- 
tiero meridiano, il quale resulterà simmetrico attorno alla ret- 
ta 0 z. 

219. Osservazioni. I. Per la projezione orizzontale 0 del- 
l'asse conduciamo Oc perpendicolare a D B l : sarà Oc la pro- 
jezione orizzontale e la lunghezza della più corta distanza fra 
Tasso e la generatrice (N. 85). Il parallelo descritto dal punto 
(c, c') di quest'ultima, che è perciò il più piccolo di tutti gli al- 
tri, dicesì circolo di gola, e di tutti i suoi punti quelli che si 
trovano projettati orizzontalmente in c, e c ì sulla A C\ appar- 
terranno al meridiano principale, e saranno (c lt c \), (c a , c \). 

II. È facile dimostrare che questo meridiano è simme- 
trico anche attorno alla retta P Q' parallela alla linea di terra, 
e determinata dai punti c 2 , c' v Poiché so noi prolunghiamo 
1' arco descritto col raggio 0 m tino al nuovo incontro r con 
D D v il punto (r, r ) della generatrice si troverà distante dal- 
l' asse quanto lo è il punto (m, in); e il parallelo descritto da 
esso avendo la medesima projezione orizzontale di quello de- 
scritto dall' altro, si troverà la projezione verticale del nuovo 
punto del meridiano all'incontro della m 1 m\ colla r in t pa- 
rallela alla linea di terra. Ora essendo c il punto di mezzo della 
r in sarà evidentemente, c il punto di mezzo della r in ; per 
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cui la m' t m". rimarrà divi a iu due parti eguali dalla P Q\ 
come doveasi dimostrare. Si vede dunque che per ogui parallelo 
Om si possono costruire quattro punti m x , m' x , m' 3 , *»" 3 del 
meridiano richiesto. 

III. Ora io dico che questa curva è una iperbola avente 
per centro il punto o e per assi 0' Z' , P' Q . Infatti si ha evi- 
dentemente : 

c ì oi 2 —C 1 p v c l p a =c l p l . c 2 j> A ; 
c, /3 2 = e l w* r c k »n 2 = c L m v c 2 m l 
per un' altra notissima proprietà delle circonferenze concentri- 
che si ha pure c v ql ~cp , c 4 |3 = cm; e siccome 
cp: cm:: c' p : c 'mi':: s' p \z q m ' t \ 
osservando di più che 

c i Pi — c \ s ; c 2 Pi = «'* *' ; »*i = c'i i ; c 2 w l — c 2 ^ 

si trova: 

p^s'*: m' x 4*i\ c\s . e 3 s': c\q . t\q' 
lo che dimostra elio i punti p\, m x appartengono ad una 
iperbola avente per centro o , per asse reale c 2 <: \ e per asse 
immaginario la retta 0 Z\ 

Dunque la superfìcie generata dalla retta (D D l , D' I) x ) 
potrebbe esser generata aucora dalla iperbola C x c \C \A c 3 A , 
quando si imprimesse a questa un movimento di rotazione at- 
torno al suo asse immaginario 0 Z . Perciò le è stato dato il 
nome di Iperboloide di rivoluzione ad una falda per distinguerla 
dall' altra iperboloide di rivoluzione che si otterrebbe quando 
la medesima iperbola ruotasse attorno all' asse reale, nel qual 
caso sarebbe composta di due falde distinte. 

La nota forma del merididiano fa concepire agevolmente 
quella della superficie ; ma volendo di essa uua rappresenta- 
zione anche più completa basterà eostruire o altri meridiani 
oltre quello principale già costruito , o diverse posizioni della 
generatrice. 

IV. La costruzione di altri meridiani , le cui proiezioni 
orizzontali saranno altrettante linee rette che passano per 0, co- 
me A 3 OC 3 , si ottiene operando per ciascuno di essi come si è 
fatto rispetto al principale A OC l . Ma la costruzione di diverse 
posizioni della generatrice può farsi con notevolissimo vantaggio 
sul metodo precedente. Poiché è evidente che la projezione 
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orizzontale della generatrice in tutte le sue posizioni deve es- 
sere sempre tangente alla circonferenza 0 c ; laonde tutti i punti 
di contatto progettati sulla v 2 c' L somministreranno un punta 
della corrispondente proiezione verticale. Un' altro punto si può 
trovare ricorrendo alla traccia orizzontale della superficie, la 
quale è necessariamente la circonferenza di raggio 0 D descritta 
dalla traccia orizzontale D della generatrice nella sua prima 
posizione. Così condotta la C C x tangente in d alla circonfe- 
renza Oc; il punto C si projetterà in C sulla linea di terra, d 
in d' sulla c' 2 c' l} e la retta C d' C" x sarà la projezione ver- 
ticale d' un altra posizione della generatrice. 

Ma se vuoisi un disegno di questa superficie che presenti 
quella simmetria che tanto ne facilita 1* intelligenza, gioverà 
operare nel seguente modo. 8ul piano orizzontale descrivasi una 
circonferenza, e si divida in quel numero di parti eguali che 
crederemo opportuno a seconda della sua grandezza. Quindi 
condotta in essa una corda che comprenda un certo numero di 
parti eguali della circonferenza si tirino tutte le dtre possibili 
che comprendono il medesimo numero di parti: si otterrà così 
un sistema di corde eguali tutte tangenti ad un altra cir- 
conferenza concentrica alla prima e avente per raggio la di- 
stanza del suo centro dalla prima eorda. Questa seconda cir- 
conferenza sarà la projezione orizzontale del circolo di gola, e 
tutte le corde ad esso tangenti saranno projezioni orizzontali 
di altrettante posizioni della generatrice. 

Ad averne le projezioni verticali si condurrà sul coordi- 
nato verticale una retta parallela alla linea di terra distante 
da essa quanto si vorrà, e su questa e sulla linea di terra me- 
desima si projetteranno i punti di divisione della prima cir- 
conferenza descritta. Accadrà, come si vede nella Fig. 125, che 
ciascuno dei nuovi punti sarà projezione di due simmetrica- 
mente situati rispetto al piano del meridiano principale. Riuniti 
due a due questi punti convenientemente si otterranno le pro- 
iezioni vertici li richieste. 

Le intersezioni successive delle projezioni verticali delle ge- 
neratrici presentano «li per se slesse la figura del meridiano 
principale, che non occorrerà determinare per punti quando te 

projezioni medesime sono numerose. Comprese fra i due rami 

* 
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del meridiano si vedono ancora le intersezioni consecutive di 
due proiezioni della generatrice, trovarsi sopra altrettante rette 
parallele alla linea di terra, le quali sono projezioni verticali 
di paralleli descritti da diversi punti della generatrice, e le cui 
projezioni orizzontali passano per le intersezioni di tutte le eorde 
sum mentovate. Il circolo di gola si troverà verticalmente pro- 
iettato sulla retta parallela alla linea di terra che divide per 
metà la distanza dei due piani orizzontali, fra i quali è com- 
presa la superficie. 

Rispetto al coordinato orizzontale sono visibili tutte le ge- 
neratrici per la sola parte che rimane al di sopra del circolo 
di gola, cioè per la loro metà. Talché, come si vede nella fi- 
gura citata, di tutte le corde AA lt BB XA Ct\ . . . la parte 
che deve tracciarsi a punti sarà divisa da quella che dee esser 
piena dal punto di contatto colla proiezione del circolo stesso. 

Rispetto al coordinato verticale sono invisibili per intero 
le generatrici che rimangono situate tutte al di là del piano 
del meridiano principale, visibili interamente quelle che tutte 
rimangono al di qua; e in parte visibili è in parte invisibili 
saranno quelle che forano il piano medesimo. Ora questo 
piano ha per traccia orizzontale la retta A C\ : quindi tutte 
le corde come A A l , B B x . . . che rimangono al di sotto di 
A C x sarauno projezioni di generatrici visibili, le altre come 
A E L , d l D l ... lo saranno di generatrici invisibili. Di quelle 
come B Y G che tagliano A C 1 , si otterrà il punto che separa la 
parte visibile dalla invisibile, osservando che la proiezione oriz- 
zontale di esso è il punto n in cui \a.B ì G incontra la A t\, 
per cui « essendone la verticale, sarà D\ il' la parte visibile ed 
n' G quella invisibile della generatrice considerata. 

Pkoklkma VI. Data laprojeziom orizzontale V tV un punto aj>- 
jnirtcnente alla superfìcie di rivoluzione, trovarne la proie- 
zione verticale. (Fig. 123). 

220. Per il punto dato passa un meridiano ed un parallelo. 
11 piano del meridiano avrà per traccia orizzontale 0 VC 3 , e 
la projezioue orizzontale del parallelo sarà la circonferenza di 
raggio 0 V. Immaginando che il piano del meridiano ruoti at- 
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toruo air asso e venga a coincidere con quello del meridiano 
principale A C, , il punto dato descriverà porzione del paral- 
lelo su cui si trova venendo a situarsi sul meridiano principale 
nel punto (m 1 , m \), o nell'altro (w t , m" x ). In tal caso la 
proiezione verticale del parallelo su cui è situato il punto 
sarà una delle due rette m' l m', m" \r' parallele alla linea 
di terra, e la projezione verticale del punto dato si troverà in 
V o V" all' incontro di una delle due rette suddette colla 
perpendicolare alla liuea di terra condotta per V. 

221. Osservazione. Noi abbiamo risoluti i due problemi pre- 
cedenti prendendo ad esempio Y iperboloide di rivoluzione ad 
una falda; ma è però chiaro che la soluzione proposta è gene- 
rale ed applicabile a qualunque altra superfìcie di rivoluzione. 
Abbiamo inoltre (apposto per maggiore semplicità che 1' asse 
di rotazione fosse perpendicolare al coordinato orizzontale: se 
questa ipotesi non si avverasse la difficoltà della soluzione non 
sarebbe fatta maggiore; poiché ci sono noti oramai i metodi in 
virtù dei quali è sempre possibilo cangiare i piani coordinati 
in due altri, di cui uno sia perpendicolare ad una retta data 
(N. 114. IV). Talché operando questo cangiamento le costruzioni 
saranno affatto simili alle precedenti. 

222. Contorni apparenti. La rappresentazione grafica d' una 
superficie è completa quando oltre lo traccio ed un corto numero 
di posizioni della generatrice, per le quali può in qualche modo 
concepirsi la sua forma, sono determinate le projezioni sì orizzon- 
tali che verticali di quelle linee che ne limitano la parte visibile 
per 1' occhio d' uno spettatore che situato ad una distanza infinita 
dai piani coordinati riguarda la superfìcie stessa in una dire- 
zione perpendicolare o al coordinato orizzontalo o al coordinato 
verticale. Queste linee sono chiamate contorni apparenti, e si 
determinano col mezzo dei piani tangenti. 

Concepiamo di fatti una superficie interamente convessa 
ed un piano tangente perpendicolare al coordinato orizzontale. 
Questo lascerà dalla medesima parte tutta la superfìcie, e le 
projezioni orizzontali di tutti i suoi punti saranno da una stessa 
narte e al di fuori della traccia orizzontale di quel piano ec- 
c ettuata quella del punto di contatto che si troverà sulla traccia - 
medesima. Immaginiamo ora elio questo piano si muova man- 
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tenendosi costantemente tallente alla superficie e pcrpeudieo- 
Jare al coordinato orizzontali'. La superficie non cesserà di tro- 
varsi interamente dalla stessa parte del piano in ciascuna delle 
sue posizioni ; e se teniamo conto delle proiezioni orizzontali 
di ogni punto di contatto corrispondente a queste posizioni, po- 
tremo, riunendole con un tratto continuo, ottenere sul coordi- 
nato orizzontale una linea chiusa al di fuori della quale non 
potrà esser progettato nessun punto della superficie. 

Questa linea è la projezione del contorno ajiparrnir della 
superficie rispetto al coordinato orizzontale. 

Ciò che si è detto relativamente a questo piano può analoga- 
mente ripetersi rispetto al coordinato verticale. Un numero suf- 
ficiente di piani tangenti alla superficie e perpendicolari a que- 
sto coordinato ci farà conoscere le projezioni di altrettanti punti che 
riuniti con un tratto continuo somministrano la linea, al di 
fuori delia quale non può trovarsi progettato verticalmente alcun 
punto della superficie, e che tracciata sulla superficie stessa 
ne limita la parte visibile all' occhio dello spettatore collo- 
cato ad una distanza infinita dal coordinato verticale, verso 
cui BUpponesi rivolto. Questa eeonda Unta è la proiezione ver- 
ticale del tontoino appaiente della superficie rispetto al coor- 
dinato verticale. 

Se la superficie considerata non fosse interamente convessa, 
si comprende facilmente come possa nel modo stesso esser de- 
terminato l'uno e l'altro contorno da una serie di piani tan- 
genti che sodisfacciano alle condizioni enunciate. 

2!2o. Non sempre i contorni d 1 una superficie sono linee con- 
tinue e, interamente curve. Talvolta sono linee miste, composte 
cioè di curve e rette; e sul medesimo piano coordinato può 
la projezione del contorno cornporsi anche di più linee indi- 
pendenti fra loro , come vedremo. 

Ad ogni modo gioverà notare fin d' ora che a cagione della 
direzione diversa, secondo cui l'occhio riguarda la superficie, 
accadrà sempre che non tutta la parte di essa che rimane vi- 
sihile rispetto al coordinato orizzontale, sia tale rispetto anche 
all'altro piano coordinato: talché mentre la projezione orizzon- 
tale d una linea situata sulla superficie, si dovrà tracciare a 
seconda della convenzione fatta per gli oggetti visibili, dovrà 
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poi con quella stabilita per gli invisibili tracciarsene la proie- 
zione verticale, e viceversa. 

224. Ciò posto è facile ti i mostrare che la projezione del con- 
torno appai ente (V una superficie cilindrica è costituita su eia- 
scheduli piano coordinato da due rette tangenti alla traccia 
respettiva di essa e parallele alle projezioni corrispondenti 
delle generatrici. 

Sia A D lì E C (Fig. 126) la traccia orizzontale della 
superficie; ctl {E F, E F ) la direzione delle generatrici. Ogni 
piano verticale che determina un punto del contorno apparento 
rispetto al coordinato orizzontale, conterrà la generatrice intera 
che passa per il punto di contatto, ed avrà per traccia orizzon- 
tale la proiezione di questa generatrice, cioè una parallela ad 
EF: ma questo piano tocca il cilindro per tutta la lunghezza 
della generatrice medesima; dunque la sua traccia dovrà essere 
tangente alla linea Al) B E C. Condotte pertanto le due rette 
A a, Bb tangenti a questa linea e parallele r<\EF, esse sa- 
ranno le traccio orizzontali dei piani verticali possibili tangenti 
alla superfìcie data, e nel tempo stesso le projezioui orizzontali 
delle generatrici di contatto. Talché queste linee insieme alla 
porzione A C E A della traccia della superficie situata al di 
qua dei punti di contatto A e B formeranno la projezione del 
contorno apparente rispetto al piano coordinato orizzontale. 

Lo stesso ragionamento varrebbe a dimostrare che il con- 
torno apparente sul coordinato verticale si ottiene conduceudo 
alla traccia verticale d b F c due tangenti parallele ad E' F'. 
Ma non è necessario per ciò di conoscere la traccia verticale 
della superficie : poiché le rette suddette essendo le traccie ver- 
ticali di due piani tangenti alla superficie e perpendicolari al 
coordinato verticale, le loro traccie orizzontali dovranno essere 
perpendicolari alla linea di terra e tangenti alla traccia oriz- 
zontale della superficie medesima; laonde condotte alla linea 
A T) B EC le tangeuti CO , DI) perpendicolari ad L T, e 
•lai puuti C e D tirate lo rette C c' , D d' parallele ad E F , 
otterremo la projezione del contorno apparente rspetto al coor- 
dinato verticale colla figura C c F' b' d' D'. 

225. Osservazioni. I. I quattro punti di contatto A, D, li, C 
dividono la traccia orizzontale della superficie cilindrica in 
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quattro parti A D, 1) B, B EC,C A,\e quali servono a farci 
distinguere le liuee o parti della superficie visibili dalle invisi- 
bili tanto rispetto al coordinato orizzontale, quanto rispetto al 
verticale. Tutte le generatrici aventi le loro traccie orizzontali 
miU' arco C E B sono visibili su ciascun piano coordinato; quelle 
che hanno le traccie orizzontali suir arco A D sono invisibili 
per T uno e per l 1 altro piano; quelle le cui traccie orizzontali 
si trovano siili' arco C A saranno visibili sul coordinato oriz- 
zontale, invisibili sul verticale; e finalmente visibili rispetto al 
coordinato verticale e invisibili rispetto all' orizzontale sono le 
generatrici aventi la loro traccia orizzontale siili' arco D B. 

Considerazioni analoghe potrebbero farsi sulla traccia ver- 
ticale della superficie, quando essa fosse conosciuta in luogo 
dell' altra. 

II. Se le generatrici della superficie cilindrica sono di 
lunghezza determinata il suo contorno apparente su ciascuno dei 
piani coordinati sarà una linea mista formata dalle projezioni 
delle sue basi e dallo tangenti comuni esterne a queste basi 
quando sieno due linee chiuse. 

Nel caso poi in cui le generatrici sieno perpendicolari ad 
un coordinato, la projezione del contorno apparente su questo 
riducesi alla projezione comune delle sue basi, e sull' altro è 
determinata da due rette perpendicolari alla linea di terra, che 
prolungate resultano tangenti alla projezione delle basi. 

22C. Per le superficie coniche, le quali godono, siccome le 
cilindriche, della proprietà di esser toccate dal piano tangente 
lungo tutta la generatrice che passa pel punto di contatto, la 
determinazione del contorno apparente è egualmente facile. Si 
prova col medesimo ragionamento che: la projezione del con- 
torno apparente di una superficie conica nspetto al coordinato 
orizzontale e determinala dalle rette tangenti alla traccia della 
superficie e die iwssano per la projezione orizzontale del ver- 
tice; mentre le traccie verticali di due piani condotti per la pro- 
iezione verticale del vertice, e che Itati no per traccie orizzontai' 
due rette perpendicolari alla linea di terra e tangenti alla 
traccia orizzontale della superficie, determinano la projezione 
dello stesso contorno rispetto al coordinato verticale. 

Talché essendo AB CD (Fig. 127) la traccia orizzontale 
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«li una superficie conica, e (F, suo vertice, «irà VAIJCV 

la projezioue del contorno apparente sul coordinato orizzontale, e 
V D B quella sul verticale. 

227. Osservazioni. I. Le i medesime considerazioni intorno 
alle generatrici risibili e in risibili rispetto ai due piani coordi- 
nati hanno qui luogo avuto riguardo alla posizione delle loro 
traccie orizzontali sulla traccia orizzontale della superficie. Se 
non che è da considerarsi che al di là del vertice, ossia sul- 
T altra falda della superficie la posizione delle generatrici s' in- 
verte, e quelle che sulla falda prima erano visibili divengono 
invisibili sulla seconda e viceversa. 

Ciò che si è detto rispetto alla traccia orizzontale della 
superficie coniai è applicabile anco alla sua traccia verticale, 
se questa è data in vece di quella. 

II. Se la projezioue orizzontale del vertice si trova entro 
la traccia del cono, il contorno apparente sul coordinato oriz- 
zontale riducesi alla tracc ia medesima : e per aver quello rela- 
lativo al coordinato verticale, basta unire la projezioue verti- 
cale del vertice coi piedi delle perpendicolari alla liuea di terra 
che sono tangenti alla traccia orizzontale del cono. 

III. Quando trattisi d 1 un cilindro o d' un cono di cui 
non è data o non può costruirsi alcuna delle traccie, ma in- 
vece si conoscono le proiezioni della base o direttrice, le pro- 
jezioni di ciascuno dei contorni apparenti sono determinate si- 
milmente da rette tangenti a quelle della base condotte paral- 
lamente alle proiezioni delle generatrici per un ciliudro, o per 
le projezioni del vertice per un cono. 

228. Le projezioni dei contorni apparenti d' una superficie 
di rivoluzione non possono determinarsi che per punti, costru- 
endo cioè quelle dei punti di contatto dei piani tangenti ])er- 
pendicolari a ciascuno dei piani coordinali. 

Allorché V asse di rotazione è parallelo al coordinato 
verticale , il contorno apparente rispetto a quest' ultimo è il 
meridiano principale : poiché tutti i piani tangenti alla super- 
ficie aventi il loro punto di contatto su questo meridiano, men- 
tre sono perpendicolari al suo piano, resultano tali anche ri- 
spetto al coordinato verticale. 

Se T asse di rotazione è perpendicolare al coordinato oriz- 
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/olitale, e per conseguenza parallelo anche al verticale, il con- 
torno apparente relativo sarà il meridiano principale , per le 
ragioni testò enunciate ; e quello corrispondente al coordinato 
orizzontale sarà costituito «la una o più circonferenze proiezioni 
orizzontali di quei paralleli che limitano la superficie, o lungo 
i quali le tangenti ai meridiani resultano verticali. 

In questo caso se il meridiano «> uua curva chiusa e con- 
vessa, come una ellisse di cui Passe maggiore CD' (Fig. 128) 
coincida con V asse di rotazione (0. 0 / ) il contorno apparente 
sul coordinato orizzontale riducesi ad una circonferenza sola , 
projezione del parallelo massimo avente per projezioue verticale 
l'altro asse A B del meridiano principale. 

229. Esercizi!. 1.° Un cilindro ha per base un oircolodi diame- 
tro eguale a era. 4,5; e lo generatrici parallele al coordinato verticale 
sono inclinato sa quello orizzontale di (ìO° : costruirò le projezioni 
del cilindro nell' ipotesi che Y altezza sia em. 10 e il piano della 
base coincida col coordinato orizzontale. 

2. ° Un cilindro circolare retto di ragpio e altezza eguali al 
precedente è collocato colla sua base sopra un piano perpendicolare 
al coordinato verticale ed inclinato di 30° su quello orizzontale. Co- 
struire le projezioni del, cilindro. 

3. ° Sopra un piano di cui le traccio fanno fra loro l'angolo 
di «0° è posata la base d 1 un cono ellittico retto, (ili assi della sua 
base sono era. 8 e cm. ti, e il primo di essi è parallelo alla trac- 
eia orizzontale del piano dato. Costruire le projezioni del cono nella 
ipoleri c he la lunghezza dell' asse sia era. 10. 

4. ° 1/ asse d' un cono circolare retto, lungo era. 0, fa un 
angolo di 30° col coordinato orizzontale e di 45" con quello ver- 
ticale. La base ha cm. 2 , 5 di raggio ; costruire le projezioni del 
con«» di cui il vertice supponevi nell* angolo diedro superiore ante- 
riore distante cm. 12 dal coordinato orizzontale e cm. 10 dall' ni- 
tro coordinato. 

">.° Un cilindro circolare retto, di cui il raggio e 1' altezza 
sono respettivamrnte cm. 2 e cm. 8. è posato sul coordinato oriz- 
zontale coli* asse a questo parallelo ed inclinato sul verticale di 4f»°. 
Costruire le projezioni di questo cilindro e quelle di una piramide 
csagona regolare, di cui l'asse è perpendicolare a quello del cilin- 
dro , e che si appoggia con un lato della base sul coordinato 
orizzontala e col vertice mila superficie del cilindro. Il lato della 
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base della, piramide e cm. 3, 5 e l:i lunghezza dell' asse cm. IO. 

G.° Costruirò le projezioni del cono circolare retto conside- 
rato nell 1 esercizio quarto, nelT ipotesi che il suo asse sia parallelo 
al coordinato verticale, e si appoggi con un punto della base sul 
coordinato orizzontale c col vertice sulla costola d' un cubo collo- 
cato su questo coordinato colle fuccie parallele e perpendicolari ad 
ambedue i coordinati. La coitola del tubo è cm. "» ; 

CAPITOLO IV. 
Piani tangenti ai cilindri od ai coni. 

Prodlema I. Costruire le tracciti del piano tangente ad un cilin- 
dro in un punto dato della sua superficie. (Fig. 12!)). 

230. Sia (fif, S ) il cilindro, del quale la curva A BC I) a 
traccia orizzontale ; e sia il punto (M, M ) assegnato sopra una 
generatrice (GME, 0 M' E ). Il piano tangente toccherà la 
superficie in tutti i punti di questa generatrice, e conterrà pure 
la tangente nel punto C alla traccia AB C D: ma come que- 
sta linea è sul coordinato, così la sua tangente T C P sarà pure 
la traccia orizzontale del piano cercato. Della traccia verticale 
basterà conoscere un punto se la orizzontale incontra la linea 
di terra entro i limiti del foglio, e bisognerà determinarne due 
nel caso contrario. 

1.° Se la traccia orizzontale T C incontra la linea di 
terra, come avviene nella figura, in 1\ potremo congiungere P 
con la traccia verticale della generatrice di contatto per avere 
T altra traccia del piano tangente: e quando la traccia verti- 
cale della generatrice non si trovasse entro i limiti del foglio, 
profitteremo di una orizzontale del piano (N. 31. I.) couduceu- 
cendola per (M, M ) o per qualsivoglia altro punto della gene- 
ratrice di contatto. La traccia verticale m' di questa orizzontale 
firà conoscere la direzione Ptn di quella del piano. 
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2.° Se la traccia orizzontale T C non incontrasse la linea 
ili terra, si condurrebbero due orizzontali situate sul piano per 
due punti della generatrice, e la congiungente le loro traccie 
verticali sarebbe la traccia verticale cercata. 

Allorcbè del punto di contatto è assegnata una sola pro- 
iezione, dovremo prima cercarne 1' altra projezione colla solu- 
zione del N. ti 5, e torneremmo al caso precedente. Però può 
avvenire, specialmente se la traccia o la direttrice della super- 
ficie è una curva chiusa, che due dei suoi punti (Jf, 3f) , (M, M ') 
abbiano una medesima projezione orizzontale 3/; poiché la 
retta CME è projezione orizzontale non solo della genera- 
trice che ha il piede in C, ma anche dell' altra che ha il 
piede in A ed è verticalmente precettata in A' E". Allora 
due sono le soluzioni del problema, delle quali una è il piano 
TCPm', e T altra il piano TAItm che si costruisce nel 
medesimo modo del precedente. 

231. Osservazione. I due piani tangenti TPm , TRm 
passando per due rette parallele, quali sono le due generatrici 
di contatto, debbono intersecarsi secondo una retta (T L, T L') 
parallela ad esse, lo che sarà una prova dell' esattezza del disegno. 

Nella Fig. 129 non potendo ottenersi che la traccia oriz- 
zontale (T, T) della intersezione dei due piani tangenti, noi 
abbiamo condotto un piano ausiliario p q parallelo al coordi- 
nato verticale per trovare un' altro punto (r, r ) della inter- 
sezione cercata, seguendo il metodo indicato al N. 57. I. 

Problema II. Per un punto dato fuori lìdia superficie cilindrica, 
condurre a questa un piano tangente. (Fig. 120). 

232. Immaginando risoluto il problema e condotta per il 
punto dato una retta parallela alla generatrice di contatto, si ve- 
de che questa dovrà necessariamente trovarsi sul piano tangente. 
E perciò se (N, N ) è il punto dato , si condurrà per quel 
punto Li retta (T N, T N ) parallela alle generatrici della su- 
perficie ; determineremo le sue traccie , e per queste dovranno 
passare quelle del piano cercato : ma esse devono esser tangenti 
respettivamente anche alle tniccie della superficie ; quindi se per 
la traccia orizzontale T conduciamo T C tangente alla curva 
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A B CD sarà T C P la traccia orizzontale di un piano che so- 
disfa alla questione ; e siccome anche T A è tangente alla me- 
desima curva avremo una seconda soluzione del problema. In 
generale le soluzioni sono tante quante sono le tangenti che 
l>er T possiamo condurre alla traccia orizzontale della superfi- 
cie. Per trovare le traccio verticali dei piani tangenti, di cui 
un punto può esser cognito, quando Y estensione del foglio per- 
metta di determinare la traccia verticale della retta ausiliaria 
(TN, T N '), si ricorrerà 0 alle generatrici di contatto, le cui 
traccio orizzontali sono C ed A, o alle orizzontali del piano con- 
dotte per punti della (TN, T N ) o delle stesse generatrici di 
contatto, siccome abbiamo fatto nel problema precedente. 

Proulema III. Costruire le traccie d'un piano tangente alla su- 
perficie cilindrica, e parallelo ad una retta data. 

233. Se per un punto qualunque della retta data conducesi 
una retta parallela alle generatrici del cilindro, questa deter- 
minerà con la prima un piano parallelo alle generatrici mede- 
sime. Ora uu piano tangente parallelo a questo piano resulterà 
evidentemente parallelo anche alla retta data; perciò trovata 
la traccia orizzontale del piano delle due rot te, le si condii i rà 
una parallela tangente alla traccia orizzontale del cilindro, e 
questa sarà la traccia orizzontale del piano tangente cercato.' 

I mezzi indicati nei problemi precedenti, quando occorrano, 
potranno somministrare il modo di costruirne la traccia verti- 
cale, la quale d' altronde deve resultare, parallela a quella del 
piano che passa per le due rette. 

Se la traccia orizzontale della superficie ammette due o più 
taugenti parallele, avremo altrettante soluzioni del problema. 

234. Osservazioni. I. Allorché la retta a cui deve essere pa- 
rallelo il piano tangente è verticale, resulterà pure verticale il 
piano medesimo, ed avrà per traccia orizzontale la projezione 
orizzontale della generatrice di contatto. Questa generatrice ap- 
partiene allora al contorno apparente del cilindro rispetto al 
coordinato orizzontale (N. 224); onde la soluzione del problema 
riducesi al tracciamento delle rette possibili tangenti alla trac- 
cia orizzontale della superficie data, e parallelo alle projezioni 
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orizzontali delle generatrici Le traccie verticali dei piani tan- 
genti saranno quindi altrettanto perpendicolari alla linea di terra 
condotte pei punti in cui la incontrano le rispettivo traccio o- 
rizzontali. 

Nel caso in cui la retta data sia perpendicolare al coordi- 
nato verticale si dimostrerebbe egualmente ohe le generatrici di 
contatto apparterrebbero al contorno apparente della superficie 
rispetto a quel coordinato, e che la soluzione del problema ri- 
ducesi a condurre alla traccia orizzontale della superficie lo tan- 
genti possibili perpendicolari alla linea di terra, e pei punti a 
questa e a quelle comuni altrettante parallele alle proiezioni 
verticali delle generatrici. 

II. Una verificazione generale della esattezza del di- 
segno si può avere in tutti i precedenti problemi, determinando 
la traccia verticale della superficie cilindrica . poiché ad essa 
dovranno in ogni caso resultare tangenti le traccio verticali dei 
piani tangenti. 

III. Quando il piano tangente dovesse passare per una 
retta data, il problema sarebbe in generale insolubile. Infatti 
questo piano tangente passa già per due punti contenendo una 
intera generatrice del cilindro, e non potrebbe passare per una 
seconda retta salvo il caso in cui sia parallela alle generatrici 
del cilindro. Ciò avveneudo la soluzione sarebbe conforme a 
quella data nel N. 232. 

I'boiìlkma IV. Costruire le traccie del piano tangente ad una ath 
perficie enti ira, dato il punto di contatto. (Fig. 130). 

235. SiafT, V) il vertice della superficie conica, ed AB CD 
la sua traccia orizzontale. Supporremo il punto di contatto 
(M,M) dato sopra una generatrice {Vii, V B ), giacché se 
di esso conoscessimo solo la proiezione orizzontale, una soluzione 
analoga a quella del N. 217 basterebbe a darci l'altra proie- 
zione, e torneremmo al caso precedente. 

Rammenteremo ora che il piano tangente, il quale tocca 
in un punto la superficie conica, resulta tangente ancora per 
tutta la lunghezza della generatrice che passa per quel pun- 
to, e dovrà perciò contenere ancora la tangente nel punto lì 
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alla linea AD 03: quindi B P sarà la traccia orizzontale del 
piano tangente nel punto (3/, M ). La traccia verticale PS 
si determinerà profittando o della traccia verticale della gene- 
ratrice di contatto (V B, V B), oppure, come vedesi nella 
Figura attuale, della traccia verticale di una retta parallela alla 
traccia orizzontale del piano e condotta per il punto dato. 

Problema V. Costruire le traccie (V un piano tangente alia su- 
perfìcie conica, condotto per un punto dato fuori di es- 
sa. (Fig. 130). 

236. Sia(.Y, N) il punto dato: la retta {V N, V N') con- 
dotta per esso e pel vertice (F, V ) sarà necessariamente conte- 
nuta nel piano tangente che passa sempre pel vertice; per 
conseguenza le sue traccie passeranno anche per quelle di 
questa retta. Trovata la traccia orizzontale R della ( VN, V JV"), 
condurremo le R A ed R B tangenti alla traccia orizzontalo 
della superfìcie, ed esse saranno le traccie orizzontali di altret- 
tanti piani tangenti che passano per il punto dato, e di cui le 
traccio verticali possono determinarsi nel modo praticato per 
il problema precedente. 

11 problema ha tante soluzioni quante sono le tangenti 
che pel punto li possono condursi alla traccia orizzontale del 
cono. Se il punto R si trovasse su questa traccia il problema 
avrebbe una soluzione sola; sarebbe insolubile se lo stesso punto 
cadesse entro la traccia della superficie data. 

Problema VL Costruire le traccie d' un piano tangente alla 
superficie conica , e che sia parallelo ad una retta data 
(E F, E F ). (Fig. 130). 

237. Poiché il piano tangente domandato deve passare pel 
vertice, la retta (VN, V N) per questo condotta parallela- 
mente alla retta data sarà contenuta nel piano cercato, e cia- 
scuna delle sue traccio sarà un punto di quelle del piano me- 
desimo. Così il problema riducesi al precedente , presentando 
gli stessi casi di solubilità. 

2 38. Osservazioni. I. La prova dell" esattezza del disegno, 

11 
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indicata, al X. 284 II, ha luogo nuche per le superficie coniche. 

II. La costruzione d' un piano tangente alla superficie co- 
nica è impossibile generalmeute, allorché deve passare per una 
retta data o per due punti dati, salvo il caso in cui la retta 
che riunisce quei punti passi pel vertice della superficie. La 
condizione infatti del contatto di un piano con questa superfi- 
cie include quella di contenere una delle sue generatrici, e non 
potrà per conseguenza contenere un altra retta qualunque , 
(piando la eccezione ben rara suenunciata nou si verifica. 

III. Se la superficie conica è di rivoluzione, qualunque 
piano tangente è inclinato sul piano della sua base d' un an- 
golo che è complemento di quello fatto dalle generatrici col- 
T asse. Poiché la generatrice di contatto e il raggio della base 
condotto al piede di essa sono ambedue perpendicolari alla 
traccia del piano tangente sul piiino della base, e formano per- 
ciò il rettilineo corrispondente all' angolo diedro dei due piani. 

IV. Nel caso in cui il piano tangente debba essere paral- 
lelo ad una retta perpendicolare ad uno dei coordinati, le ge- 
neratrici di contatto appartengono al contomo apparente della su- 
perficie rispetto al medesimo coordinato; e la soluzione del proble- 
ma riducesi a condurre per la projezione corrispondente del vertice 
le tangenti possibili alla traccia della superficie, se questa trac- 
cia si ha sul coordinato al quale la retta data é perpendicolare : 
se invece fosse la traccia medesima sull' altro coordinato, le si 
condurranno le tangenti perpendicolari alla linea di terra, e i punti 
a questa e a quelle comuni si uniranno colla projezione del vertice. 

239. Esebci7.ii. 1." Costruire il piano tangente a due cilindri di 
fui le generatrici sono parallele. 

2.° ('ostruire il piano tangente a due cilindri aventi la me- 
desima traccia orizzontale. 

8." Costruire il piano tangente a due superficie coniche, a- 
venti lo stesso vertice. 

4. ° Costruire il piano tangente a duo superficie coniche a- 
venti la medesima traccia orizzontale. 

5. " Date le traceie di due piani costruire le projezioni della 
superficie cilindrica tangente ad essi , ed avente per traccia oriz- 
zontili»! una circonferenza che passa per un punto dato sul coordi- 
nalo orizzontale. 



Digitized by Google 



Punì tangenti ai ciliydbi ki» ai conl IfiH 
»». rt Sono dato le traccie d' un piano e la projezione orizzon- 
tale d' una retta contenuta in esso : costruire le projezioni d" un 
cilindro tangente a quel piano, avente per direttrice rettilinea quella 
retta, e per traccia orizzontale una circonferenza che passa per due 
punti dati sul coordinato orizzontale. 

7. ° Una superfìcie cilindrica ha per direttrice retta una pa- 
rallela al coordinato verticale, e per direttrice curva un' ellisse di 
cui la projezione orizzontale è una circonferenza e la projezione 
verticale una linea retta: costruire le traccie del piano tangente a 
questa superficie che sia parallelo ad una retta data o passi per un 
punto dato. 

8. " Problema analogo per una superficie conica, ncll' ipotesi 
che sia parallela al coordinato verticale la congiungente il vertice 
col centro dell' ellisse. 

9. " Costruire le traccie d' un piano che passi per una retta 
data e sia inclinato d'un angolo dato sul coordinato orizzontale. 

Per un punto della retta dati si condurrà una perpendi- 
colare id coordinato orizzontale ed una parallela al coordinato 
verticale inclinata sul primo dell' angolo dato. Immaginando 
elio la obliqua ruoti attorno alla verticale suddetta, si co- 
struiranno le projezioni del cono circolare retto da essa gene- 
rato, e il piano tangente a questo cono condotto per la retta 
data sarà quello richiesto (N. 238. III). 

10. ° Costruire un piano tangente ad un cilindro dato e che • 
faccia col coordinato orizzontale un' angolo dat,o. 

11. " Costruire un .piano tangente ad un cono dato e che fac- 
cia col coordinato orizzontale un' angolo dato. 

12. " Date le traccie d' un piano, costruire le projezioni d'una 
superficie conica tangente adesso, conoscendo la projezione orizzon- 
tale del suo vertice e due punti della sua traccia orizzontale che 
supponesi circolare. 

13. ° Trovare le projezioni d' una retta tangente ad una su- 
perficie conica, e che passa per un punto dato ed è parellela ad 
una retta data. 

14. ° Data una superficie conica o cilindrica, costruire le trac- 
cie d' un piano tangente e perpendicolare ad un piano dato. 

15. ° Date le projezioni dell'asse d'un cilindro di rivoluzione 
e la grandezza del suo raggio, costruirne la traccia orizzontile e il 
suo contorno apparente. 

1G.° Lo stesso problema per un cono di rivoluzione. 
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CAPITOLO V. 
Piani tingenti alle superficie di rivoluzione. 

Problema I. Costruire le traccir deì piano tangente ad una su- 
perficie di rivoluzione, dato il punto di contatto. (Fig. 131). 

240. Prenderemo ad esempio la superficie volgarmente deno- 
minata Toro, la quale è generata da una circonferenza che 
ruota attorno ad una retta fissa situata nel suo piano, ma non 
avente con essa alcun punto a comune. 

Suppongasi Tasse (0, 0 Z) perpendicolare al coordinato 
orizzontale . e la circonferenza generatrice nella posizione pa- 
rallela a quello verticale sia progettata su questo in 1) ' b D" B '. 
Le tangenti alle estremità del diametro b' B' perpendicolare 
ali' asse saranno verticali, e le loro traccie orizzontali appar- 
terranno al contorno apparente della superficie rispetto al co- 
ordinato orizzontale. D' altronde la circonferenza D b D' B 
ha la sua prelezione orizzontale sopra A 0 B parallela alla li- 
nea di terra; per la qual costi i punti b, if determinati dalle 
perpendicolari a quest'ultima condotte per b' e B saranno le 
traccio cercate. Ora il contorno apparente sul coordinato oriz- 
zontale deve essere circolare a cagione* dell' asse di rotazione 
perpendicolare a quel piano; quindi si comporrà delle due cir- 
conferenze di raggio O b, 0 B , alla prima delle quali, come 
projezione del parallelo minimo della superficie si dà il nome 
di circolo di gola. Così ogni punto situato fuori dello spazio 
compreso fra queste due circonferenze concentriche non può es- 
sere projezione d' un punto della superficie. 

In un' altra posizione la circonferenza generatrice è paral- 
lela al coordinato verticale, e in questa si trova allorché dopo 
aver compita una mezza rotazione ritorna sullo stesso piano 
verticale A B. Allora la sua projezione verticale è la circon- 
ferenza A' C'a'C diametralmente opposta all' altra b V B I) , 
e col centro ad egual distanza dalla retta 0' Z' . Le tangenti a 
tutti i paralleli descritti dai diversi punti projettati sulla semi- 
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circonferenza D' BD "e perpendicolari al coordinato verticale 
avranno evidentemente le loro traode verticali sulla stessa se- 
micirconferenza e suir altra C A ' C ; talché queste due linee 
faranno parte del contorno apparente sul coordinato verticale: 
ma anche i paralleli descritti dalle estremità del diametro pa- 
rallelo all' asse di rotazione limitano superiormente e iuferior- 
mente la superficie, e le loro proiezioni verticali apparterranno 
al medesimo contorna Queste proiezioni sono le rette l) 'C ,1)' C ; 
dunque la projeziòne del contorno apparente della superficie ri- 
spetto al coordinato verticale sarà la linea A (" D B 1) C A '. 

Ciò posto sia M la proiezione orizzontale del punto asse- 
gnato sulla superficie : operando come al N. 220 troveremo i due 
punti 31', M" , ciascuno dei quali può essere projeziòne ver- 
ticale del punto medesimo,, e il problema avrà due soluzioni. 

Cerchiamo il piano tangente nel punto (M, M ). L i tan- 
gente al parallelo in questo punto sarà una retta orizzontale, 
come è il piano del parallelo; la sua projeziòne orizzontale 
sarà quindi la retta Mi tangente in M alla circonferenza 0 M, 
e la sua projeziòne verticale m" M t parallela ad L T. 

La traccia orizzontalo del piano tangente deve resultare 
parallela ad Mt e perpendicolare alla traccia QOM de) piano 
meridiano che passa pel punto di contatto. Egli è quindi suf- 
ficiente determinare un punto di quella traccia; ed escici sarà 
somministrato dalla tangente alla curva meridiana. La proie- 
zione orizzontale di questa tangente è la stessa retta (J M\ la 
projeziòne verticale può conoscersi immaginando che il piano 
Q M, ruotando attorno all'asse, venga ad abbattersi sopra 1' al- 
tro A B parallelo al coordinato verticale, li punto (M. M ) 
si abbatterà allora in (tu, m ) sulla circonferenza ò' D'B D , 
e la tangente m" V a questa linea sarà la projeziòne verti- 
cale di quella cercata nella posizione attuale del piano meri- 
diano che la contiene. Determinandone la traccia orizzontale 
ed immaginando che il piano meridiano, tornando in (J M, 
porti pure la tangente alla sua vera posizione . il punto u 
descriverà sul coordinato orizzontale un arco di circolo di 
centro 0 e di raggio Oh, di cui rincontro con la Q N farà 
conoscere la traccia orizzontale V della tangente al meridiano. 
La traccia orizzontale del piano tangente sarà dunque V W } 
e la traccia verticale W t V ', 
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Quando il punto W non si trova entro i limiti del foglio, 
può ricorrersi alla normale (N. 212) per determinare la traccia 
verticale del piano tangente. Questa normale è evidentemente 
projettata in m" N' nella posizione A B del piano meridiano; 
ma passando sempre per A r/ anche nella posizione primitiva 
Q 0 M del piano stesso, la sua prqjezione verticale sarà N' M' ; 
basterà dunque condurre per t una perpendicolare sopra N ' M 
per conoscere la traccia verticale del piano tangente. 

Noi abbiamo determinato il punto V indipendentemente 
dalla projezione verticale della tangente al meridiano nella sua 
vera posizione. Se però si osserva che il punto P iu cui la 
retti m u' incontra la projezione verticale dell'asse, non va- 
ria di posizione anche allorquando la tangente iu grazia del 
movimento del piano meridiano viene a passare per il punto 
(M, N ), si vedrà che la projezione verticale della tangente 
al meridiano nel punto (il/, M ) è P' 31": talché la perpen- 
dicolare alla linea di terra condotta pel punto in cui è dalla 
P M incontrata dovrà passare per V. 

Facendosi a determinare in un modo analogo le traccie 
del piano tangente al toro nel punto (M, M ) si troveranno 
le rette ,S72, R S . 

241. Osservazioni. I. I due piani tangenti V \V V , SRS , 
avendo le loro traccie orizzontali parallele, s' intersecheranno se- 
condo una retta orizzontale. Per la superficie speciale da noi 
considerata questa intersezione dee trovarsi sul piano del pa- 
rallelo unissimo che è descritto dal punto {3 t B'). Infatti le 
due tangenti al meridiano Q M condotte per i punti (71/, M') t 
(il/. M ) sono egualmente inclinate all' asse di rotazione a ca- 
gione della simmetria della curva meridiana rispetto a questo 
asse, e perciò forano il piano del parallelo massimo nel medesi- 
mo punto projettato in [i soprani B o sul suo prolungamento. 
( >ra i piani tangenti che contengono queste rette avranno quel 
punto a comune sullo stesso parallelo , e la loro intersezio- 
ne , che è orizzontale, dovrà trovarsi su quest* ultimo. Laonde 
le traccie verticali dei piani tangenti dovranuo tagliarsi in un 
punto o situato sopra A B o sul suo prolungamento, lo che 
sarà una prova dell' esattezza del disegno. 

II. La tangente al meridiano nel punto (M, Al ) è vcr- 
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tiealmente projettata in P M . E facile a vedersi che questa 
retta, la quale deve esser tangente alla prelezione verticale ilei 
meridiano che passa per lo stesso punto , lascia questa prele- 
zione tutta alla sua destra se riguardasi da M' verso P ; mentre 
il parallelo che è progettato sulla linea M t' rimane tutto alla 
sinistra. Rispetto dunque al piano tangente che passa per la 
retta M P ' la superficie non può rimanere tutta da una me- 
desima parte, ma una porzione se ne trova a destra, un' altra 
a sinistra. Ora la superfìcie di cui si tratta è continua; quindi 
il piano tangente avrà altri punti a comune con essa oltre il 
punto (il/, M ); ma contenendo le tangenti al meridiano e al 
parallelo che passano per (M, M ), o in altri termini, sodi- 
sfacendo alle coudizioni del contatto richieste per questo pun- 
to (N. 209», se ne conclude che il piano 8 R 8' è tangente 
nel punto (If, M') e secante in tutti gli altri. 

Quello che accade per il piano tangente S R S ha luogo 
anche per quello condotto nel punto (M, M ), e in generale 
per tutti i plani i cui punti di contatto si trovano sulla parte 
di superficie generata dalla semicirconferenza D' B' D" e della 
quale il contorno apparente rispetto al coordinalo orizzontai.» è 
determinato dalle due circonferenze di raggio 0 D ed 0 b. 

III. Per un punto qualunque (ir, G ) situato sulla parte 
di superficie generata dalla semicirconferenza DB'D, la 
tangente al meridiano si trova verticalmeute progettata secondo 
H' G , e questa lascia evidentemente da una medesima parte 
la projezioue verticale del meridiano o quella del parallelo cor- 
rispondenti al punto {G, G'). Talché rispetto al piano tangente 
in questo punto la superficie intera rimarrà dalla medesima 
parte; e questo piano come tutti gli altri tangenti in puuti ap- 
partenenti a quella porzione di superficie, di cui pel coordinato 
orizzontale il contorno apparente è determinato dalle due cir- 
conferenze 0 D ed 0 B , non avranno altri punti a comune 
colla superficie medesima. 

Si desume da ciò che la superficie dee presental e due cur- 
vature opposte, le quali si riuniscono superiormente e inferior- 
mente senza mancare alla legge di continuità , lungo le due 
circonferenze descritte dalle estremità del diametro della cir- 
conferenza generatrice parallelo all' asse di rotazione e che 
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hanno una proiezione orizzontale unica sulla circonferenza di 
raggio 0 lì. 

IVjfu.kma II. Per un punto (luto fuori d' una superfìcie di 

rivoluzione condurre a questa un piano tangente. (Fig. 1 32). 

242. La superficie proposta sia una ellissoide aventeperas.se 
la retta (0,0 0 ) perpendicolare al coordinato orizzontale; per 
contorno apparente sul coordinato verticale 1' ellisse A B' C 7) . 
e siili" altro cuoi dinato la circonferenza di raggio 0 A — ~0 A' : il 
punto dato sia (P, P). 

Osserveremo dapprima che il problema è indeterminato ; 
poiché immaginando condotta per il punto (P, V ) una retta 
che tocchi la superficie data e si muova attorno al punto stesso 
nou cessando di toccare la superficie, si avrà evidentemente 
generata una superficie conica, della quale tutti i piani tan- 
genti sodisfanno al problema proposto. 

Ora è manifesto non esservi alcuno fra i punti di contatto 
di tutti questi piani tangenti, per il quale non passi un meri- 
diano, e viceversa: mentre non sempre un parallelo dato po- 
trà contenere uno dei punti medesimi : egli è perciò che noi 
ci proporremo di trovare i punti di contatto sopra un dato me- 
ridiano, per esempio, su quello il cui piano ha per traccia oriz- 
zontale la retta Q 0 R. Conducasi dal punto (P, P ) una per- 
pendicolare sul piano del meridiano: essa resulterà orizzontale, 
e le sue proiezioni saranuo P Q perpendicolare a Q 0 li, P Q \ 
parallela alla line:i di terra. Il piano tangente richiesto essendo per- 
pendicolare al piano del meridiano conterrà la retta (Q P, P Q ' j), 
e la sua intersezione col piano medesimo dovrà passare per il 
piede (Q, Q') di quella ed esser tangente alla curva meridiana. 

Facciasi ora ruotare il piano del meridiano attorno all' asse 
finche sia venuto a coincidere col meridiano principale A 0 C. 
In questo movimento il punto \Q, Q ) descriverà un arco di 
circolo orizzontale e verrà a collocarsi in (Q x , Q .). La inter- 
sezione del jiiauo tangente richiesto col piano del meridiano 
passerà in questa posizione per (<^., Q j); e siccome non è al- 
tra cosa che la tangente al meridiano medesimo, così se per 
il punto <J j condurremo (J , n tangente al meridiano princi- 
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pale, il punto ri sarà la projezione verticale del punto di 
contatto richiesto, allorché però il meridiano trovasi parallelo 
al coordinato verticale : si ha la projezione orizzontale del punto 
stesso in n conducendo da ri una perpendicolare alla linea di 
terra fino ad incontrare la 0 C. Riconducasi adesso il meridiano 
alla sua posizione primitiva Q 0 li : il punto (/? , ri) descriverà 
una parte del parallelo corrispondente, il quale è projettato o- 
rizzon tal mente sulla circonferenza di raggio 0 n , e verticalmente 
sulla retta ri n" parallela alla linea di terra. Talché il pun- 
to N ove quella circonferenza interseca la traccia Q 0 R del 
piano del meridiano sarà la projezione orizzontale del punto 
di contatto cercato, e il punto N' determinato sulla ri n dalla 
retta N N' perpendicolare alla linea di terra ne sarà la proje- 
zione verticale. 

Trovato il punto di contatto si potranno facilmente co- 
struire le traccio del piano tangente ripetendo tutte le ope- 
razioni indicate nella soluzione del problema precedente. 

243. Osservazioni. L II problema ha in generale due solu- 
zioni : poiché per il punto Q 1 si può con durre al meridiano 
principale un'altra tangente Q l m' i in grazia della quale con 
una costruzione analoga alla precedente può trovarsi sullo stesso 
meridiano Q 0 R un secondo punto di contatto (M, M') e quindi 
un'altro piano tangente. 

II. Facendo la stessa ricerca per un secondo meridiano 
qualunque, e poi per un terzo e via di seguito per un numero 
sufficientemente grande di essi, il luogo geometrico di tutti i 
punti di contatto sarà approssimativamente la linea secondo la 
quale il cono superiormente notato tocca la superficie di rivo- 
luzione. 

Essa è il contorno apparente della superficie data rispetto 
all' occhio di un' osservatore collocato in (P, P'). 

Problema IIL Costruire il piano tangente ad una superficie di 
rivoluzione e parallelo ad una retta data. (Fig. 133). 

244. Abbiasi l' Ellissoide di rivoluzione (ciré. 0 C, C D E F\ 
coli' asse (0, (Y 0") perpendicolare al coordinato orizzontale : e 
la retta data sia (-4 B. A B ). Anche in questo caso il prò- 
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Menta è indeterminato; poiché immaginando che una retta tan- 
gente alla superfìcie si muova parallellameute ad (A B, A li ) 
senza cessare di esser tangente alla superficie medesima, è ma- 
nifesto eh' essa genererà una superficie cilindrica, della quale 
tutti i piani tangenti sodisfanno alla condizione richiesta. Per 
vedere come si possa trovare il punto di contatto di uno di 
questi piani tangenti, proponiamoci di costruire quello che tocca 
la superficie data in un punto del meridiano R 0 S. 

Conducasi per un punto qualunque ( 0, D ) dell' asse una 
retta (0 a, D' «') parallela ad (A B, A' B ) e se no cerchi la 
projezione sul piano li 0 S. Il punto (0, I) ) appartiene a que- 
sta projezione ; se ne avrà un secondo (e, c) se da un punto 
qualsivoglia (b, h ) si condurrà una perpendicolare (5 c, b c ) al 
piano KOS; allora (Oc, De) sarà la projezione cercata. 

Il piano tangente richiesto essendo perpendicolare al piano 
HO S e parallelo alla retta data resulterà parellelo ancora al 
piano projettante la retta stessa sopra B 0 S, quindi intersecherà 
quest'ultimo secondo una retta parallela ad (Oc, Ve): d'al- 
tronde questa intersezione deve esser tangente al meridiano; 
dunque se noi troveremo la posizione della retta (Oc, D e ) 
rispetto alla curva meridiana, sul cui piano è contenuta, basterà 
condurre alla curva stessa una tangente parallela a quella ret- 
ta, ed avremo così ritrovato il punto di contatto. A tale og- 
getto facciasi ruotare attorno all' asse il piano 11 0 S finche 
divenga parallelo al coordinato verticale coincidendo col piano 
C 0 E: in tal movimento il punto (c, c) descriverà un' arco o- 
rizzontale (e c v e e ^ e verrà a situarsi in (c v e \): il punto 
(0,7) ) sarà rimasto fisso, e la retta (0 c, D e ) si troverà nella 
posizione D e \ rispetto al meridiano C D E F . Conducasi 
a quest'ultimo la tangente a x 8 X parallela ad ])' c' x e il punto 
(m.iu ) sarà quello di contatto in questa posizione speciale del 
meridiano. Riportisi questo nella posizione primitiva S 0 li, e 
il punto (mi, m ) che avrà descritto porzione del parallelo corri- 
spondente, verrà a situarsi in (Al, M ) punto di contatto cercato. 

Il problema ha in generale due soluzioni, poiché alla curva 
C' D E F può condursi un' altra tangente «„ fi a parallela a 
D e v la quale toccandola nel punto (4, fi ), somministra un 
secondo punto di contatto (X, iV T ì. 
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245. Osservazione. Considerando altri meridiani, c per cia- 
scuno di essi ricercando i punti nei quali i piani tangenti alla 
superficie sono paralleli alla retta data (AB, A' B ), si po- 
trà costruire la curva secondo la quale la superficie medesima 
è toccata dal cilindro, di cui le generatrici sono parallele alla 
retta suddetta. 

Problema IV. Costruire il j)iano tangente ad una superficie di 
rivoluzione, il quale passi per una retta data. (Fig. 134). 

246. Prendasi il coordinato orizzontale perpendicolare al- 
l' asse di rotazione, e questo sia (A, A Z ). 11 cerchio A B e la 
ellisse B' C B" C siano le proiezioni dei contorni apparenti 
della superfìcie sopra i due piani coordinati : (FE, F E ) la 
retta per la quale deve passare il piano tangente. 

Immaginiamo il problema risoluto : poi supponiamo che la 
retta data ruoti attorno l' asse (A, A ' Z') mantenendo tutti i suoi 
punti equidistanti da esso, e traendo seco il piano tangente per 
modo che il punto di contatto non cangi di altezza rispetto al 
coordinato orizzontale. È manifesto che in virtù di questo mo- 
vimento sarà da quel punto descritto un parallelo, e generata 
dalla retta data una iperboloide di rivoluzione ad una falda 
(N. 219 III.) avente il medesimo asse della ellissoide ed alla 
quale resulterà tangente in tutte le sue posizioni il piano che 
è tangente a quest' ultima. 

Infatti : concepiamo iiu piano condotto per l 1 asso e pel punto 
di contatto del piano tangente alla ellissoide ; questo piano 
taglierà la retta generatrice della iperboloide in un punto, nel 
quale la tangente al parallelo corrispondente sarà perpendico- 
lare al piano meridiano suddetto. Ma a questo è pure perpen- 
dicolare la tangente al parallelo nel punto di contatto del piano 
richiesto colla superficie data ; dunque le due tangenti sono pa- 
rallele e contenute perciò nello stesso piano tangente, il quale 
contenendo una generatrice della iperboloide, che è tangente 
di se stessa, e la tangente al parallelo nel punto in cui essa 
lo incontra, resulterà pure tangente all' iperboloide nel niede- 
desimo punto, come volevasi dimostrare. 

Ora potendo noi in grazia della seconda superficie risolvere 
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il problema proposto, cercheremo la projezione del meridiano prin- 
cipale di essa ; e poiché abbiamo altrove esposto il modo di 
costruirla supporremo che sia S N' R' G' S '. Ciò fatto 
immaginiamo che la retta data e il piano tangente per la loro 
simultanea rotazione attorno all' asse, sieno pervenuti in una 
posizione tale che il secondo si trovi perpendicolare al coordi- 
nato verticale. In questa posizione la sua traccia verticale do- 
vrà essere tangente ad un tempo ai due meridiani principali 
S'R'S", B' C B" C . Perciò conducendo a queste due cune 
le tangenti comuni P' N\ LG' si avranno le traccio verticali 
di tutti i piani tangenti che sodisfanno alla questione, ma in 
quella posizione che hanno presa allorché in grazia della rota- 
zione sono divenuti successivamente perpendicolari al coordinato 
verticale. I punti di contatto I', P' di questo tangenti colla 
ellisse!?' C B" C" determinano le altezze di quelli nei quali 
la superficie data è toccata dai piani tangenti; talché se per 
questi punti si tirano le orizzontali indefinite L K\ P Q' sopra 
di esse si troveranno le projezioni verticali dei punti di con- 
tatto; e se dal punto A come centro e con raggi eguali re- 
spettivamente ad AI, A P si descrivono due archi di cerchio 
li, Pj», questi archi conterranno le projezioni orizzontali dei 
medesimi punti. Per determinarli resta dunque a trovare i me- 
ridiani della superficie su cui sono contenuti, e pei quali sono 
sufficienti i punti di contatto G ', N ' . 

In effetto, se dopo aver progettato i punti G ', JV ' sul prolun- 
gamento di B A in G ed X, si descrivono dal punto A come 
centro e con raggi succossivamente eguali ad A G ed A N 
gli archi di cerchio G li, NO finché essi taglino la retta 
F E in 11 ed 0, questi archi esprimeranno la quantità di ro- 
tazione compiuta per ciascun piano tangente , dal meridiano 
che passa per ognuno dei punti di contatto con le due super- 
ficie allorché si ò trasportato sul piano verticale parallelo a quello 
coordinato : dunque sullo rette A 11, A 0 si troveranno le pro- 
jezioni orizzontali dei meridiani Buddetti; e quello dei punti 
di contatto saranno i punti iep in cui le stesse rette tagliano 
gli archi corrispondenti I i, P p. 

Le projezioni verticali degli stessi punti si troveranno proget- 
tando i punti i, p in / e p' sulle rispettive projezioni verti- 
cali degli archi medesimi. 
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Le projezioni orizzontali e verticali dei punti di contatto 
essendo determinate, potranno costruirsi le traccio dei piani 
tangenti ricorrendo ai metodi già noti. 

247. Osservazioni. I. Il metodo da noi adottato per la so- 
luzione di questo problema può facilmente generalizzarsi, e ap- 
plicarsi alle superfìcie di rivoluzione generate da curve qua- 
lunque purché costanti di forma. 

II. In altro modo può risolversi il problema proposto. 
Preso un punto qualunque sulla retta data come vertice d' una 
superficie conica circoscritta alla superficie di rivoluzione, se ne 
costruirà la curva di contatto secondo il metodo accennato nel 
problema del N. 243 II: preso un secondo punto della medesima 
retta potrassi egualmente costruire la linea di contatto d* un 
altra superficie conica circoscritta alla superficie di rivoluzione. 
Il punto o i punti che queste due curve avranno a comune 
saranno quelli per i quali i piani tangenti contengono la retta 
data. Poiché il piano tangente alla superficie di rivoluzione in 
un punto comune a queste curve resulta tangente all' uno e 
all' altro cono, e passa pei loro vertici cioè per la retta data. 

Uno dei coni può essere sostituito da una superficie cilin- 
drica circoscritta alla superficie data, e avente le sue genera- 
trici parallele alla retta data N. 245. 

248. EsERcrzn. 1." Costruire il piano tangente ad una super- 
ficie di- rivoluzione e parallelo ad un piano dato. 

2. ° Costruire un piano parallelo ad una retta data e tan- 
gente ad una superfìcie di rivoluzione sopra un parallelo dato. 

3. ° Condurre per un punto esterno ad una superficie di ri- 
voluzione un piano tangente ad essa sopra un parallelo dato. 

4. " Circoscrivere ad una superficie di rivoluzione un cilindro 
avente le generatrici parallele ad una retta data. 

5. ° Circoscrivere ad una superficie di rivoluzione un cono di 
cui il vertice è dato. 

6. ° Condurre per un punto dato un piano tangente ad un' el- 
lissoide di rivoluzione che faccia col suo asse un' angolo dato. 
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CAPITOLO VI. 
Piani tangenti ad una o più sfere date. 

249. Potendo la sfera riguardarsi come una superficie di 
rivoluzione generata da uno dei suoi circoli massimi ruotante 
attorno ad un diametro, tutte le costruzioni relative al piano 
tangente per le superficie di rivoluzione nei casi contemplati 
sono applicabili anche alla sfera. Tuttavia considerando che 
qualsivoglia raggio è perpendicolare alle tangenti di tutti i cir- 
coli massimi che passano per la sua estremità, e per conse- 
guenza perpendicolare al piano tangente in quel punto, le co- 
struzioni relative possono subire qualche modificazione, che il 
lettore scorgerà senza fatica. 

Ma una differenza essenziale può offrire la soluzione del pro- 
blema nel caso in cui il piano passa per una retta data, mercè la 
natura della sfera che permette di rappresentarla con due cir- 
coli massimi qualunque sia il sistema dei piani coordinati. È 
perciò che noi limiteremo a questo solo caso la costruzione del 
piano tangente ad una sfera. 

Problema I. Date le projezioni (V una retta c quelle tf una sfera, 
costruire le tra cete d un piano tangente a quest' ultima e 
c/*e passi per la retta data. 

250. 1.° Caso. Sia la retta data perpendicolare al coordi- 
nato orizzontale, come (p, p' q) (Fig. 135), e la sfera abbia 
per centro il punto (0, 0 ), e per raggio (0 A, 0' A'). Il 
piano tangente richiesto resulterà anch' esso perpendicolare al 
coordinato orizzontale, ed essendo evidentemente uno di quelli 
che determinano il contorno apparente orizzontale della sfera, 
la projezione orizzontale del punto di contatto apparterrà alla 
circonferenza di raggio A 0. D' altronde la traccia orizzontale 
del piano tangente deve passare per p ed esser tangente alla 
circonferenza suddetta; essa sarà dunque una delle due tan- 
genti /* in , p II. 
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Il problema ha due soluzioni , come era facile a vedersi 
anche a priori. La projezione verticale della circonferenza A. 0 
essendo la retta A B parallela alla linea di terra, le proje- 
zioni verticali dei punti di contatto cadranno in m ed Le 
traccio verticali dei piani tangenti resulteranno perpendicolari 
alla linea di terra; quin.li essi saranno psv . pts . 

2.° Caso. Abbia la retta {ab,àb) una posizione qualun- 
que, (Fig. 136): ed (0, 0") sia la sfera. Cangiamo il sistema dei 
piani coordinati [(), V] in un altro [0,, V x ], uno dei quali sia 
perpendicolare alla retta. Il contorno apparente della sfera sui 
nuovi piani sarà sempre la circonferenza di uno dei suoi circoli 
grandi, e ad ottenerlo basterà solo determinare le projezioni 
ausiliarie del suo centro nel modo già indicato al N. 111. 

Cangeremo perciò il coordinato verticale in un' altro L t T x 
parallelo alla retta data scegliendo per questo il suo piano pro- 
jettaute orizzontale , e si troverà la retta rappresentata da 
(«6, ab x ); la sfera dalle due circonferenze di centri OedO r 
Cangiando ora il coordinato orizzontale in un 1 altro L 2 1\ per- 
pendicolare ad oòjsarà la retta projettata su questo nel punto 
c, e sulT altro coordinato ausiliario secondo c a. La sfera poi 
che sul coordinato L t J\ ha per contorno apparente la cir- 
conferenza di centro O l sarà siili' altro coordinato h % T % rap- 
presentata dalla circonferenza 0 S . Così il problema è ridotto 
al caso precedente, colla sola differenza che la retta data tro- 
vasi situata sopra uno dei coordinati. Le tangenti c d 3 , c e 2 
alla circonferenza di centro 0 2 fanno conoscere le projezioni 
ausiliarie d a , c 2 sul coordinato L 3 T„ dei punti di contatto ri- 
chiesti . e siccome ✓ la circonferenza 0„ si projetta sul piano 
L l 7^ secondo il diametro mn parallelo ad L 2 T a , così d^ , e l 
saranno le projezioni degli stessi punti sul medesimo piano. 

Ritornando ai coordinati primitivi si troveranno le pro- 
jezioni orizzontali d, c dei punti di contatto prendendo sulle 
perpendicolari ad L l T t condotte per d t , e x le lunghezze f d f ge 
respettivamente eguali ad r d n , s c 2 ; e si troveranno le proje- 
zioni verticali d', e' riportando sulle perpendicolari ad L T 
condotte da d, ed c le lunghezze Id , h c respettivamente 
eguali ad f d t , g e L . 

Le traccie dei piani tangenti si costruiranno agevolmente 
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applicando la soluzione indicata al N. 44, poiché ciascuno di 
essi deve passare per la retta data (ab, a b ) e per uno dei 
punti (e, e), (d, d). Se vuoisi quello che tocca la sfera nel 
punto (e, e) si condurrà per questo punto una retta (e v, e ' v ) 
parallela ad (ab, a' 6); si cercheranno le sue traccie t e v' , 
le quali insieme con le corrispondenti traccie a, z' della retta 
data somministreranno il piano cercato SRS ". 

Il disegno sarà esatto se le proiezioni del raggio 0 e, 0' e' 
condotto al punto di contatto resultano perpendicolari respetti- 
vamente alle traccie SE. li S . 

Questi medesimi raggi possono essere utilmente impiegati 
per la costruzione delle traccie stesse del piano, allorché quelle 
della retta non si trovassero entro i limiti del foglio ; e cono- 
scendosi queste ultime ci dispensano dal ricorrere alla retta 
ausiliaria (e v , e' v ). 

Problema II. Date le projezioni di un punto e quelle di due 
sfere , costruire le traccie d' un piano tangente mi esse e 
che passi per il punto dato. (Fig. 137). 

251. Sia (P, P) il punto dato: le circonferenze di raggi 
CU, CU e quelle di raggi c r, c r sieno lo projezioni o i 
contorni apparenti delle due sfero sopra i piani coordinati. 

Conducasi alle due circonferenze C e c la tangente comune 
A B che incontra la projezione orizzontale Ce della linea dei 
centri in un certo punto I) projettato verticalmente in D'. 
S' immagini adesso che le due semicirconferenze aAa v blib l 
e la tangente comune A B D ruotino attorno alla linea dei 
centri ; i due semicircoli genereranno le sfere date, e la retta 
ABI) una superficie conica di rivoluziono avente il vertice 
in (D, D ), e che tocca ad un tempo ciascuna delle sfere se- 
condo un circolo perpendicolare alla retta (CD, C D ) asse 
della superficie medesima. Ora se per il punto dato (P, P ) con- 
durremo un piano tangente a questa superficie conica, esso lo 
sarà anche alle due sfere, e i punti di contatto coincideranno 
con quelli in cui le sfere medesime sono toccate dalla genera- 
trice contenuta nel piano. 

Due sono i piani tangenti che sodisfanno alla questione, e 
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questi contengono anco la retta (PI), P D ) conginugente il 
punto (luto col vertice (I), D ). Talché il piano tangente ad 
una delle sfere condotto per la retta (PI), P D ) deve di 
necessità esser tangente ancora alla superficie conica, e quindi 
all' ;dtra sfera; e il problema riducesi così a (juello teste risoluto. 

Mi noi possiamo anco risolvere il problema condueendo 
pw la retta stessa i piani tangenti alla superficie conica, la 
quale in grazia della sua speciale natura ci offre un caso del 
tutto QUOTO e non contemplato nel Capitolo IV. 

Prendiamo per base della superficie la circonferenza seguendo 
la quale toccala sfera (<7, 0 ), e cerchiamo il punto d' incon- 
tro della retta (P P , P P ) eoi piano di essa: è manifesto che 
questo sarà tagliato dai piani tangenti secondo due rette tan- 
genti alla circonferenza e concorrenti in quel punto. Per tro- 
vare queste tangenti facciasi ruotare la figura infera attorno 
ali.-! verticale del punto (C\ C ), finché 1' asse <C 1> . (' l) | 
delia superficie conica sia venuto nella posizione (6* D x . V P ,i 
in cui è parallelo al coordinato verticale. Allora la sfera non 
cangiando ili posizione, il contorno apparente della superficie 
conica rispetto al coordinato verticale s;nà determinato dalle 
due tangenti D x d , D \c ; ,e la cordai d sarà il diametro 
della circonferenza di contatto il cui piano resultando perpen- 
dicolare al coordinato verticale avrà per traccio c s . $ t. Ma 
durante questo movimento il punto (/\ P 1 ) ha descritto un'ar- 
co (P]>, P P ) di ampiezza q r eguale a quello che descrive 
un punto (/ della 0 D equidistante cou P dall' asse di rota- 
zione, venendo a collocarsi in(p. p); e la congiungente il punto 
stesso col vertice del cono prende la posizione (D L p , D \p ) . nella 
(piale incontra il piano c' s' t nel punto (»', »). 

11 piano verticale CD X e il piano t.s e s" intersecano se- 
condo la retta {CP Ì , s e ) parallela al coordinato verticale. 
Se attorno a questa retta , presa per asse , facciamo ruo- 
tare il piano e' s' t finché divenga anch' esso parallelo allo 
stesso coordinato, la sua traccia s' t prenderà la posizione *' t x 
perpendicolare ad s' e' ; il punto Oi, /* ) si collocherà in A sulla 
parallela ad s' t x ad una distanza n' N eguale all' altra u k 
per cui dista dal piano C D l \ e la circonferenza di contatto, 
divenuta anch'essa parallela al coordinato verticale, si projet- 
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terà nella sua vera grandezza su quella avente per diametro 
e' f/ . Le tangenti a quest' ultima X u l ed A T rappresente- 
ranno le traccie dei piani tangenti al cono sul piano e' s ( 1 , 
ed i punti U l e V\ nei quali iueontrauo la 1 1 s' faranno co- 
noscere le distanze U l s', V l s di duo punti delle traccie oriz- 
zontali dei piani medesimi dal piano C D v 

Riconduciamo ora il piano della circonferenza di contatto 
nella posizione c' s t: i punti l\ e V l verranno sopra t s' e 
le loro distanze dal piano C D x dovrauno esser contate dal 
punto / comune alle due traccie C D l a\s t. Talché riportando 
il sistema alla primitiva posizione : ed osservando che t descrive sul 
coordinato orizzontale un' arco di centro Ce di raggio C t per col- 
locarsi in o sopra C IK e che la retta ts dispouesi sopra uim 
perpendicolare in o alla C T) , si deduce che basta prendere su que- 
sta le lunghezze o U—s' U v o V = s V x per trovare i punti U 
e l'appartenenti alle traccie orizzontali dei piani tangenti. Si de- 
terminano queste traccie E F, G li congiungendo U e Kcon la 
traccia orizzontale Q della retta (Pi), P D ); e le traccie verticali 
FE II G si ottengono o mercè la traccia verticale della stessa 
retta, o colle solite orizzontali dei piani condotte per un punto 
di essa, siccome vedesi nella figura. 

Le projezioui dei punti di contatto si troveranno su quelle 
della corda » t V l che li unisce. Questa taglia il diametro e' d' 
nel punto i che rim ine fisso allorché il piano del circolo su 
cui trovasi si fa tornare alla posizione e' s' t; e taglierebbe il 
prolungamento della traccia t x s' in un punto che dovrebbe 
riportarsi al disotto di o sul prolungamento della U V, allor- 
ché tutto il sistema si fa tornare nella sua vera posizione ri- 
spetto ai piani coordinati. Ma quest' ultimo punto non potendo 
aver luogo entro i limiti del foglio, tireremo <i f parallela ad 
» l v lì e riporteremo 8* f iu o f. Progetteremo d ed i sopra 
CJ\, e riporteremo le distanze di queste projezioui da C so- 
pra CD in d ed in ». La parallela condotta per i alla retta 
df conterrà la projezione della corda dei contatti. 

Dai punti «j e v x cónuueansi orale u x u* . v x z' perpendi- 
colari al diametro e d'; si trovino le projezioui dei punti x ' 
e : -opra C D x e si riportino sopra (' D. Dai punti così otte- 
nuti tiriii-i due parallele ad 0 //, e le loro intersezioni a e r 
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con la proiezione della eorda dei contatti saranno le projczioui 
orizzontali dei punti di contatti». 

Si verifica Y esattezza del disegno mercè i raggi On. Cr 
che debbono resultare perpendicolari respcttivameute a G II 
ed EF. 

Le projezioni verticali dei medesimi punti e la ricerca di 
quelli che appartengono alla sfera (e, c ) non olirono alcuna 
difficoltà. 

2.V2. Osservazioni. I. Se il punto (D, I) ) non si trovasse entro 
i limiti del foglio, sarà sempre facile determinare coi processi 
somministrati dalla Geometria le direzioni delle due rette PI), 
P D\ e quelle della p D v p J) A ripetendo per un secondo 
punto di quella retta le medesime costruzioni fatte per trovare 
la posizione (;>. p ) del punto (P, V . 

II. I piani E F E , G II G comprendono fra loro le 
due sfere date, ed olirono due soluzioni del problema: ma es^o 
può averne anche quattro. Poiché alle due circonferenze C\ c 
può condursi un'altra tangente comune 1 31. la quale avvol- 
gendosi attorno alla linea dei centri insieme coi semicircoli so- 
pra notati penerà una seconda superficie conica avente il vertice 
nel punto (0, 0)e tocca con ambedue le nappe le sfere date. 
Ogni piano tangente a questa seconda superficie conica è pare 
tangente alle due sfere medesime, e quindi per la retta (P 0, P 0 ) 
basterà condurre due piani tangenti ad una di esse, perchè lo 
sieno anche all' altra. Per ciascuno di questi piani le sfere si 
trovano da parti differenti. 

Il numero delle soluzioni si ridurrà a tre se il punto dato 
è sulla superfìcie di uno dei coni e al di fuori dell 1 altro cono. 
Itidurrebesi a due se il punto stesso fosse ad un tempo sul- 
T una e Y altra superficie dei coni ; e ad una sola quando si 
trova sulla superficie d' un cono e nell' interno dell' altro. Il 
problema sarà impossibile se il punto dato è contemporanea- 
mente nell 1 interno dei due coni. 

III. Quando possa scegliersi per piano orizzontale coordi- 
nato quello che determinano i centri delle due sfere e il punto 
dato , la soluzione del problema si rende più semplice. Ma 
noi lasceremo per esercizio al lettore la cura di trattare que- 
sto caso. 
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I'uoiu.kma III. Date ìi proiezioni di Ire sfere, costruire le trae- 
e,e ,1' un piano tangente a tutte. 



°..V>. Indichiamo con A , //, C lo tre sfere date, ed imma- 
giniamo il piano tangente comune : concepiamo inoltre ima 
superficie conica circoscritta alle due sturo A e U ; il piano 
tangente toccherà questa superficie secondo una delle sue ge- 
neratrici e passerà perciò per il suo vertice. Immaginando una 
m ronda superficie conica circoscritta alle sfere .1 e C lo stesso 
piano tangente toccherà questa pure secondo una generatrice, 
e passerà conseguentemente per il suo vertice. Finalmente im- 
maginando una terza superficie conica che circondi e tocchi le 
sfere B e C. il piano tangente toccherà ancora essa secondo 
una generatrice e passerà per il suo vertice. Quindi i vertici 
delle tre superficie coniche si trovano sopra un medesimo piano 
che è il piano tangente alle tre sfere date: ma osi trovanti 
ancora sulle tre rette che uniscono due a due i centri delle 
tre sfere, ossia trovansi sul piano determinato da questi eentri; 
dunque i vertici delle tre superficie coniche saranno in linea 
retta, poiché tale è la comune intersezione di due piani. 

Segue da ciò che costruendo nel modo indicato nel pro- 
hlema precedente le proiezioni di questi vertici, dei quali due 
soli sono sufficienti, potremo far passare per le projezioni me- 
desime quelle di una retta che si trovi nel piano tangente. Il 
problema riducesi per tal mezzo a condurre per essa retta un 
piano tangente ad una delle tre sfere a piacere, e quel piano 
resulterà tangente anche alle altre due. 

254. Osskrvazioni. I. E d'uopo osservare che potendosi due 
sfere immaginare circondate e toccate da due superficie coniche 
aventi il vertice la prima al di là d 1 uno de' centri relativamente 
all' altro, la seconda fra i duo centri medesimi ; nel quesito 
precedente si avranno sei superficie coniche, delle quali tre sa- 
ranno circoscritte d'ogni intorno alle tre sfere prese a due a 
«lue. e tre avranno i loro vertici fra le sfere stesse. 1 vertici 
<ii «jiiesti sei coni saranno distribuiti tre per tre sopra quattro 
re e da ciascuna di •. --. potremo condurre due piani tan- 
genti nello stesso tem|»o alle tre sfere. A questo problema pos- 
nono dunque sodisfare otto din" cren ti piani nel caso generale: 
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due di essi toccano le tre sfere dalla medesima parte; gli al- 
tri sono talmente situati che toccano due delle sfere da un la- 
to, e la terza dall' altro. 

II. Se ci limitiamo a considerare soltanto le generatrici 
dei coni e i circoli massimi delle sfere contenuti nel piano dei 
tre centri A, B, C, ed osservasi che i vertici dei coni circo- 
scritti sono i punti di concorso di ciascuna coppia di tangenti 
comuni a due di quei circoli, possiamo riteuere per dimostrata 
la seguente proposizione : 

Date tre circonferenze qualunque di grandezza e di posi- 
zione sopra un medesimo piano, se considerandole due a due 
si conducono le tangenti comuni esterne, i tre punti di concorso 
D, E, F(2fy. 138) sono in linea retta. 

Se alle medesime circonferenze, prese due a due, si condu- 
cono le tangenti comuni interne, i Ire nuovi punti di concorso 
G, N, I sono due a due in linea retta con uno dei tre primi. 

255. Esercizii. 1.° Trovare le proiezioni dei punti di contatto 
dei piani tangenti alla «fera e che passano per una retta data: 

a) intersecando la sfera e la retta con un piano perpen- 
dicolare a quest' ultima ; lo che equivale a supporre circoscritto alla 
sfera un cilindro circolare con le generatrici parallele alla retta 
data : 

b) immaginando circoscritti alla sfera due coni circolari 
retti aventi i vertici nei punti in cui la retta data è incontrata dai 
piani condotti pel centro della sfera , 1' uno parallelo al coordinato 
verticale e V altro parallelo al coordinato orizzontale. 

2. ° Costruire i piani tangenti ad una sfera e ad un cono di 
rivoluzione. 

Se la scelta dei piani coordinati è arbitraria, sarà utile 
farli passare ambedue pel centro della sfera, e dirigere quello 
orizzontale perpendicolarmente all'asse del cono. 

3. ° Costruire i piani tangenti ad una sfera e ad un cilindro 
di rivoluzione. 
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CAPITOLO VII. 
Sezioni piane delle superficie cilindriche. 

256. Problemi generali. I. Date le proiezioni delle generatrici 
d' una superficie qualunque, trovare quelle della sua intersezione 
con un piano orizzontale. (Fig. 139). 

Sieno (G, G'\ (G v G' x ) (G 2 , G\) .... le diverse genera- 
trici d'una superficie, e i v Q' sia il piano secaute. 

Osserveremo dapprima che tutti i punti del piano si pro- 
jettano verticalmente sulla sua traccia P' Q', talché su questa 
si troverà pure la proiezione verticale della linea d' intersezione 
richiesta. Ora tutti i punti m, m \ ni 2 ... comuni alle pro- 
jezioni verticali delle generatrici e alla traccia P Q' sono evi- 
dentemente projezioni verticali di altrettanti punti della inter- 
sezione , dei quali le projezioni orizzontali debbono trovarsi 
respettivamente sopra G, G lt G„ . . .e sulle perpendicolari alla 
linea di terra condotte da m , m \ m \ . . . Esse dunque sa- 
ranno in, m 1 . m t ... che riunite con un tratto continuo sommini- 
strano approssimativamente la projezione orizzontale m m x *» 2 , . . 
della linea cercata, e ad un tempo la sua vera forma e grandezza. 

II. Essendo cognite le generazioni di dite sujìerficie, e tuffi 
gli elementi cfo> bastano a definirle essendo detcrminati sopra 
r piani coordinati, costruire le projezioni della linea seguendo 
la quale le due superficie si tagliano. (Fig. 140). 

Indichiamo con 8, S le due superficie, ed immaginiamo 
una serie di piani ausiliari condotti per modo che le superficie 
date sieno intersecate da ciascuno di essi : tutti questi piani 
potranno essere o nò paralleli fra loro, orizzontali o verticali, 
o aventi un altra posizione qualunque nello spazio. Noi li sup- 
porremo tutti orizzontali, e in questo caso saranno rappresen- 
tati da una serie di rette p , p\, p\. . .parallele alla linea 
di terra. 

La generazione della superficie S ci darà modo di deter- 
minare la projezione orizzontale PM NQ della linea seguendo 
la quale è tagliata dal piauu orizzontale p '; e per la medesi- 
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ma ragione potremo determinare la linea d' interse/ ione dello 
stesso piano j> eoli 1 altra superfieie <S". Supposto che sia 
RMNS la projezionc orizzontale di questa seconda linea, os- 
serveremo se essa taglia Y altra P M N Q in qualche punto : 
se non la taglia vorrà dire che all' altezza del piano p' le due 
superficie date non hanno nessun punto a comune ; ma se la 
taglia, come si vede nella figura in uno o più punti M, N. . . 
questi saranno projezioni orizzontali di altrettanti punti comuni 
alle due superficie ili cui le projezioni verticali si troveranno 
su/) in M\ N'. Ripetutala stessa operazione pel secondo piano 
orizzontale p' l si avranno le projezioni orizzontali P, 3/ 1 N l Q , , 
M l H l N l jS' x delle linee secondo le quali quel piano taglia re- 
spettivameute le due superficie date S, S' ; quindi potremo de- 
terminare un' altra o più projezioni orizzontali M x , N l di al- 
trettanti punti comuni alle superficie medesime, di cui le projezioni 
verticali saranno in M\, N \ . . . sopra p \, ec. 

Ciò fatto, se per tutti i punti M,M V . . .si fa passare un 
ramo di curva, per tutti i punti N, N l . . . un' altro ramo, e 
così di seguito ; tutti questi rami, dei quali uno potrà talvolta 
rientrare nell' altro, formeranno la projezione orizzontale della 
intersezione delle due superficie: parimente se per tutti i punti 
M , 3/ x ... si fa passare un ramo di curva; per tutti i punti 
N' , N\...im % altro ramo, e così di seguito ; tutti questi al- 
tri rami, dei quali l 1 uno potrà rientrare nell' altro formeranno 
la projezione verticale della intersezione richiesta. 

Il metodo esposto è generale anche nel caso ora contem- 
plato in cui il sistema dei piani secanti ausiliarii è formato 
da una serie di piani orizzontali. La scelta però di questi piani 
none indifferente; bisogna procurare sempre ch'essi sieno tali 
da intersecare le due superficie secondo le linee più semplici, 
e se è possibile, secondo linee rette o circoli. E quando da un 
sistema di piani tali sezioni non possano conseguirsi , gioverà 
piuttosto ricorrere all'impiego di superficie curve, come ne ve- 
dremo un' esempio. 

III. Condurre una tangente alla intersezione di due stt- 
perficie per uno qualunque dei suoi punti. 

1.° Il punto preso a piacere sulla intersezione delle duo 
superficie si trova ad un tempo sull' una e siili' altra. Se per 
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esso conduciamo un piano tangente alla prima superficie, la 
tangente domandata sarà certamente su quel piano; se per lo 
stesso punto conduciamo un piano tangente anco alla seconda 
superficie, la tangente medesima si troverà pure su questo se- 
condo piano tangente. La retta cercata è dunque la interse- 
zione dei due piani tangenti ; e sarà necessario e sufficiente 
cercare un solo punto di questa, poiché un secondo punto è 
quello dato sulla intersezione delle duo superficie. 

Se una delle due superficie date è piana, o, quando sieno 
ambedue curve, si riconosce che la linea seguendo la quale s' in- 
tersecano è piana, sarà sufficiente condurre il piano tangente 
alla superficie curva nel primo caso, e ad una di esse nel se- 
condo, e determinare la intersezione di questo piano con quello 
della curva. 

2.° La tangente in un punto qualunque della curva d' in- 
tersezione di due superficie S, S può anche in altro modo de- 
terminarsi. Se immaginiamo infatti condotta per il punto di 
contatto una normale all' una e all' altra superficie, lo due nor- 
mali formeranno un piano che riesci rà perpendicolare a cia- 
scuno dei piani tangenti condotti per lo stesso punto alle due 
superficie ; sarà insomma il piano normale della loro intersezio- 
ne. Laonde si costruiranno le traccio di questo piano, e le per- 
pendicolari ad esse condotte per le projezioni del punto di 
contatto saranno le projezioni della tangente richiesta. 

Questo secondo metodo è da preferirsi allorché le normali 
alle superficie date possono determinarsi indipendentemente dal 
piano tangente; ed è utilissimo quando la tangente deve esser 
condotta in certi punti, pei quali i piani tangenti alle duo su- 
perficie riescono perpendicolari ad un medesimo coordinato. 

257. Questi problemi generali sono applicabili qualunque 
sia la natura delle superficie delle quali cercasi la intersezione. 

Ma nella pratica non possiamo limitare le operazioni alla 
sola ricerca della intersezione di due superficie e della sua tan- 
gente. Allorché questa intersezione è piana, giova trovarne la 
vera grandezza , eseguendone Y abbattimento sopra uno dei 
piani coordinati, o sopra un piano parallelo ad uno di essi. 

Quando poi una od ambedue le superficie fossero di tal na- 
tura da potere essere spiegate in un piano, siccome abbiamo 
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mostrato essere le superficie cilindriche e coniche, importa co- 
struire la trasformata della intersezione sullo sviluppo di cia- 
scheduna delle superfìcie medesime. Finalmente è necessario 
saper costruire la tangente in un punto qualunque sia dell' ab- 
battimento sia della trasformata, poiché potendo essa conside- 
rarsi come il prolungamento dell' elemento rettilineo della curva 
corrispondente al punto di contatto, potrà farci conoscere V an- 
damento della curva medesima in quei punti nei quali avesse 
luogo incertezza. 

Problema I. Dato un cilindro retto rispetto al coordinato oriz- 
zontale ed un piano perpendicolare a quello verticale, co- 
struire: 1." le projezioni della sezione e quelle della tangente 
in uno dei suoi punii; 2. n trovare la vera grandezza della 
sezione e la tangente in un punto di essa; 3.° descriverne 
la trasformata sullo sviìupjw del cilindro. 

258. Proiezioni della sezione. Sia A G B D (Fig. 141) la 
traccia orizzontale del cilindro, e le rette A' A", B' B" per- 
pendicolari alla linea di terra ne determinino il contorno ap- 
parente relativo al coordinato verticale: il piano secante sia 
SR S. 

Sulla traccia AC B D del cilindro si trovano le proiezioni 
orizzontali di tutti i punti della sua superficie; la retta R S' 
contiene le proiezioni verticali di tutti i punti del piano secante : 
le projezioni della sezione saranno dunque AC B D, A" B". 

La tangente in un punto qualunque (m, m ) deve essere 
la intersezione del piano tangente al cilindro nel medesimo punto 
con quello secante (N. 256. 111). La traccia orizzontale del primo 
è la retta T m tangente alla traccia del cilindro : il secondo è 
perpendicolare al coordinato verticale ; dunque le projezioni della 
tangente in (tn,m ) sono Tm ed Rm'. 

259. Vera grandezza della sezione. Per trovare la vera gran- 
dezza della sezione, basterebbe abbattere il piano secante so- 
pra uno dei piani coordinati, per esempio su quello orizzontale 
prendeudo per asse di rotazione la sua traccia orizzontale SR 
che è perpendicolare ad L T. Ma questo mezzo aumenta L' e- 
stensioue della figura per modo che potrebbe non essere con- 
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sentito da quella del foglio; onde giova scegliere per asse un'al- 
tra orizzontale qualunque del piano per ridurre questo parallelo 
al medesimo coordinato. Nella nostra figura abbiamo scelto per 
asse la retta (CD, C ): allora ogni punto del piano si proiet- 
terà verticalmente sopra una parallela ad L T condotta per C 
quando esso ha presa la posizione richiesta, e la sezione si 
projetterà orizzontalmente nella sua vera forma e. grandezza, 

Consideriamo un punto qualunque (m, «» ); questo descri- 
verà durante la rotazione del piano secante un" arco di circolo 
parallelo al coordinato verticale, di cui la prelezione verticale 
sarà l'arco avente per centro C e per raggio 6" w , e la pro- 
iezione orizzontale una parallela ad L T condotta per m. Il 
punto m \ comune all'arco suddetto o alla nuova traccia del 
piano secante sarà la projezione verticale della posizione presa 
dal punto considerato, e la sua projezione orizzontale sarà m r 

Determinando nello stesso modo le projezioni orizzontali di 
tutti gli altri punti, e considerando che quelli precettati in C 
e D, perchè comuni all' asse di rotazione, non cambiano di sito, 
si troverà che la forma e vera grandezza della sezione è la 
linea A x CIÌ X D. 

Per aver la tangente nel punto m x di quest' ultima curva 
corrispondente al punto (m, m ), osserveremo che la traccia 
orizzontale T della tangente (T ni, Rm ) preude la nuova po- 
sizione (T X ,T' X ) per la rotazione del piano; e per conseguenza 
dovrà essere T x na x la tangente domandata. Invece della trac- 
cia T possiamo tener conto del punto t in cui la T m incontra 
la projezione dell'asse di rotazione; questo punto resta immo- 
bile, ed allorché quello di contatto ("»*, ni') ha preso la nuova 
posizione (Wj , tn\), la tangente dovrà disporsi secondo t m x . 

Se il cilindro è di rivoluzione, come supponesi nella Fig. 141 , 
la curva A x C Ii x J) è una ellisse avente per asse maggiore 
A x B x e per asse minore C D: poiché queste due rette sono 
evidentemente perpendicolari fra loro e ciascuna di esse divide 
in due parti eguali le corde parallele all' altra. In questo caso 
non è dunque necessario determinare 1' abbattimento di molti 
punti della sezione: basta determinare A x B x , e sulle due ret- 
te C D ed A x B x prese per assi, costruire 1' ellisse coi metodi noti. 
260. Sviluppo dki. cilindro f. trasformata della bkzione.' La 
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traccia del cilindro nel caso attuale ha per trasformata una 
linea retta (N. 198. 2.°J, di lunghezza eguale a quella della 
traccia medesima. Per trovare questa lunghezza si considera la 
curva A C B D come un poligono di lati piccolissimi e tali che 
ciascuno possa ritenersi confuso con l 1 arco del quale sarehbe 
corda; ed allora presa un' apertura di compasso tanto piccola 
da sodisfare a questa condizione si riporterà sulla linea AC B D 
a partire da un dato punto A per esempio , quante volte è 
possibile, e lo stesso numero di volte riportata sopra una retta 
LT (Fig. 142) da a ina t , la lunghezza a a x sarà, con appros- 
simazione sufficiente per la pratica, la trasformata della sezione 
retta del cilindro. Due rette perpendicolari ad L T condotte 
per a ed a L e tutte quelle ad esse parallele condotte pei 
punti di «rtj rappresenteranno altrettante generatrici della su- 
perficie cilindrica sviluppata. Riportate su queste rette le lun- 
ghezze corrispondenti , che sulla Fig. 141 sono comprese fra 
A' B' ed A" B otterremo la trasformata della sezione. Così 
per avere un punto M di questa cun a corrispondente al punto 
(m, m ) riporteremo da a in Jf, la lunghezza assoluta del- 
l'arco A m, e sulla perpendicolare ad a a x condotta per M ì 
prenderemo la lunghezza M l M~m' m' . 

Per costruire la tangente nel punto M della trasformata , 
potremo considerare lo sviluppo del cilindro fatto sul piano tan- 
gente Tm (Fig. 141), il quale ne tocca la superficie lungo la 
generatrice del punto corrispondente («/, m'). Allora sul piano 
dello sviluppo rimarrà invariato il triangolo che ha per lati la 
retta m'm", la lunghezza della tangente compresa fra (w, tu') 
e il coordinato orizzontale, e la sua projezione Tm. Per la 
qual cosa riportata T m da M l in V sarà V M la tangente 
domandata. 

Si può ancora considerare il triangolo che ha per lati la 
generatrice del punto («, m) (Fig. 141), la tangente in questo 
punto, e la sua proiezione sopra un 1 altro piano orizzontale qua- 
lunque, per esempio su quello del punto (D . C). Si riproduce 
questo triangolo sulla Fig. 142 tirando la orizzontale del punto 
d corrispondente all' altro (Z), C ), prolungando M l M fino al 
suo incontro t> con quella orizzontale, e prendendo vp eguale 
alla m t della figura 141. La ipotenusa p M sarà b tangente in M. 
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Quando il cilindro è di rivoluzione la trasformata A BA l 
della sezione presenta due minimi in A ed A l e un massimo 
in B se la superficie supponevi aperta lungo la generatrice cor- 
rispondente al punto più basso {A, A' ) della sezione; pre- 
senterebbe due massimi e un minimo supponendola aperta lungo 
la generatrice corrispondente al punto più alto (B, B '). Ciò 
perchè le tangenti in questi punti sono orizzontali , a cagione 
dei piani tangenti al cilindro nei punti corrispondenti (A, A"), 
(B, B ) i quali avendo le loro traccie parallele a quella del 
piano secante intersecano questo secondo rette orizzontali. In 
tal caso la trasformata ha pure due punti d' inflessione in 
dee corrispondenti ai punti (i>, C) e (6 r , (' ). Poiché se im- 
maginiamo eseguito lo sviluppo del cilindro sul piano tangente 
in (D, C) è facile riconoscere che due punti della seziono 
(m, tri), (n, ri) situati da differenti parti della generatrice 
(D, D' C") si troveranno sullo sviluppo l'uno in M al di so- 
pra e T altro in N al disotto della tangente in (D, C ) di cui 
la proiezione verticale è sempre A" B" . (N. 180). 

Giova altresì osservare che le projezioni orizzontili delle 
tangenti in (/?, C) e (C, C ) resultando perpendicolari alla 
traccia orizzontale R S del piano secante, le tangenti stesse sono 
linee di massima pendenza di quel piano, e perciò sullo svi- 
luppo hanno una inclinazione più grande sopra a a l di tutte le 
altre tangenti (N. 31.11): laonde i piedi di queste sopra aa L 
dovranno trovarsi al difuori della retta s determinata dai piedi 
delle tangenti in dee. 
• 261. Osservazione. Per conseguire la massima esattezza nel 

disegno delle due figure HI e 142, allorché il cilindro dato 
è circolare, conviene dividerne la traccia in parti eguali rispetto 
ai due diametri AB e CD di cui 1' uno è perpendicolare e 
1' altro parallelo alla traccia R S del piano secaute. I punti di 
divisione si troveranno così sopra corde parallele e perpendi- 
colari alla linea di terra, e la costruzione della vera forma e 
grandezza presenterà degli elementi di verificazione che ope- 
rando altrimenti mancherebbero. 

Per ottenere poi lo sviluppo del cilindro , prenderemo la 
lunghezza aa x eguale a tre volte il diametro AB della trac- 
cia più un settimo di AB, e divisa la retta a a t in tante 
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parti eguali in quante fu divisa la cireouferenya .4 C B J>. i 
diversi punti della trasformata della sezione si troveranno sulle 
perpendicolari ad a a t condotte peri suoi punti di divisione. (*) 

Problema II. Dato un cilindro rotto rispetto al coordinato o- 
r/:: untale ed hìi piano qualunque, costruire: 1." le proje- 
eioni della sezione e quelle della tangente in uno dei suoi 
paliti ; 2." trovare la vera grandezza delia sezione e la 
tangente, in un punto di essa ; .V descriverne la trasformata 
snV sviluppo del cilindro. 

262. Proiezioni della sezione. La circonferenza a o, (Fig. 143) 
sia la traccia orizzontale, che ad un tempo è pure contorno ap- 
parente rispetto al coordinato orizzontale del cilindro dato; e 
le rette a a b b perpendicolari alla linea di terra ne deter- 
minino il contorno apparente relativo al coordinato verticale. 
11 piano secante sin V W V . 

Si taglino con un sistema di piani orizzontali & , S", S ... 
il cilindro e il piano : ciascuno di essi intersecherà quesf ulti- 
mo secondo una retta orizzontale, e il cilindro secondo una 



(*) È facile trovare l' equazione della trasformata. Se con- 
sideriamo la projezione verticale A B della sezione, che ò 
rettilinea, riferita ai due assi D C indefinitamente prolun- 
gato, e C B \, si vedrà che le ordinate dei suoi punti sono 
proporzionali alle ascisse. Queste ordinate sono eguali a quelle 
dei differenti punti della trasformata riferita a due assi orto- 
gonali parallelo e perpendicolare alla retta aa l coli' origine in 
un punto d'inflessione d-, e le iscisse misurate sopra C B x a 
partire da C sono i seni degli archi rettificati sulle 
della trasformata. Talché V equazione cercata è in generale 
y — a scn r. Si determina la costante a considerando un punto 
determinato B: per questo trovasi a— B b a cagione dell' a- 
scissa d h eguale ad un quadrante; ed osservando che Bb~B ' b r 
se ne deduce a = r taug « chiamando « 1' angolo B ' C b l del 
piano secante col coordinato orizzontale, ed r il raggio della 
biise del cilindro. 
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eurva identica alla sua traccia, che ne sarà la prelezione oriz- 
zontale. Talché l i projezione orizzontale della sezione richiesta 
è la traccia stessa del cilindro. 

Per avere la proiezione verticale si consideri uno dei piani 
secanti ausiliari, per es.° quello che ha per traccia verticale S ". 
La retta, secondo la quale questo piano ausiliario interseca il 
piano V W V è [Il », S ) : i punti m ed n comuni alla sua 
projezione orizzontale e alla traccia del cilindro saranno projc- 
zioui orizzontali di due punti della sezione, dei quali le proiezioni 
verticali dovendo trovarsi sopra ,S saranno m ed Ripetendo 
le stesse costruzioni per tutti gli altri piani ausiliari S'.S'"... 
otterremo altri punti della projezione verticale, la quale verrà 
determinata dalla linea continua che tutti li unisce. 

Le projezioni della tangente in un punto qualunque («, »') 
della sezione, sono quelle della intersezione del piano tangente 
al cilindro nello stesso punto col piano V W V . La tangente 
u t alla circonferenza a o è la traccia orizzontale del piano tan- 
gente; ma come questo è perpendicolare al coordinato orizzontale, 
la u t sarà pure projezione orizzontale della tangente doman- 
data : il punto, ( essendone la traccia, si projetta in / sulla li- 
nea di terra ; dunque la projezione verticale della tangente sa- 
rà / ri. 

Si può con eguale facilità trovare la projezione verticale 
di questa tangente cercando il suo punto d' incontro con un' al- 
tra orizzontale del piano secante, per esempio con quella che 
determina il centro (o, o ) della sezione. Questo punto d" incon- 
tro è evidentemente {p, p ), e per conseguenza p ri la proje- 
zione verticale della tangente. 

Le tangenti nei punti progettati orizzontalmente in a e b 
hanno per proiezioni verticali le rette a a , h b , poiché i piani 
tangenti al cilindro condotti per i medesimi punti resultano non 
solo verticali, ma perpendicolari eziandio al coordinato verti- 
ticalc, sul quale le enunciate rette ne sono le traccio respetti- 
ve. Per trovare i punti di contatto immagineremo condotta per 
ciascuno di essi e nel piano secante V W V una orizzontale ; 
le loro proiezioni orizzontali saranno or, bs parallele a V W\ 
le loro projezioni verticali r a ". s b parallele alla linea di 
terra; e i punti a ,b in cui queste ultime tagliano le rette 
a a ", b' b" saranno quelli di contatto. 
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Se concepiamo il punto di contatto (»,it ) mobile sulla se- 
zione, la sua tangente (ut, ri t ) cambierà «V inclinazione <sul 
coordinato orizzontale ad ogni posizione diversa del punto. La 
curva essendo convessa e chiusa s* intende facilmente che vi sa- 
ranno due posizioni della tangente nelle quali sarà orizzontale, 
e che i punti di contatto corrispondenti saranno 1' uno il più 
alto, T altro il più ba>so rispetto al coordinato orizzontale. 

Ter determinare anche questi punti, che sono utili per 
il tracciamento della curva, osserveremo che le loro tangenti 
debbono trova ivi sui piani tangenti al cilindro, dei quali la trac- 
cia orizzontale è parallela a V \V, non putendo la intersezione 
di due piani essere orizzontale se le loro traccio orizzontali non 
sono parallele. Ma nel caso attuale le traccie di questi piani 
t ingenti sono proiezioni orizzontali delle tangenti in quistione; 
perciò se alla circonferenza ab si conducono due tangenti pa- 
rallele a V W, e se ne trovano le proiezioni verticali »S' e , 1 d' 
queste dovranno resultare tangenti alla proiezione verticale della 
sezione. Si determineranno facilmente i punti di contatto c', d' 
conducendo dai punti c e d le respcttive perpendicolari alla li- 
nea di terra. 

I punti n", b" e gli altri e ', d diconsi punti notobdl della 
sezione, siccome quelli che limitano la sua projezionc venie ale 
per modo «la manifestarne nella massima parte l' andamento. 
IV altronde i punti a", b' trovandosi sul contorno apparente 
del cilindro servirebbero ancora a farci conoscere qual parte 
della sezione è visibile e quale è invisibile^ t=e non potesse li- 
mitarsi la parte rappresentata del cilindro a quella compresa 
fra il coordinato orizzontale e il piano secante, siccome ab- 
biamo supposto nella nostra figura. 

I punti notabili debbono determinarsi sempre e con accu- 
ratezza per i primi; in seguito si palerà a costruire gli altri 
intermedi iu quel numero che sarà creduto necessario per de- 
scrivere con la maggiore esattezza possibile tutta la curva. 

263. Vera okanhezza kklla sezione. La forma e vera gran- 
dezza della sezione si ottiene mercè «lue rotazioni successive 
del piano secante. La prima di es<e può farsi attorno alla ver- 
ticale del punto (o, o'), che è l'asse del cilindro, per condurre 
il piauo secante in indizione perpendicolare al coordinato verti- 
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calo. Allora il piede v della linea di massima pendenza (X. 72 1 
verrà a collocarsi in v x sulla parallela alla linea di terra ci in- 
dotta per o, e le nuove traccio dol piano sarauno t j tv per- 
peudicalare ad LI e tv o v . Durante questo muoviincuto 
ogni punto della sezione descrive un' arco di circolo orizzontalo 
avente per raggio quello del cilindro, e (li cui la projozione 
verticale è una linea parallela a quella di terra. Così i punti 
re, c') e (d,d ) vengono respettivamcute in (a, e") {!>.</ ). < 
la nuova posizione d'ogni altro punto (e, e') sarà -h i. , h.ì.1 ;ì 
«la quella della sua proiezione verticale e". 

La figura è per tal modo ridotta a quella del Problema i : 
ondo operando come al N.° 1Ì59 potrebbe trovarsi la vera gran- 
dezza della sezione. Ma per non imbarazzare di soverchio la fi- 
gura facciamo ruotare il piano v l tcv attorno alla sua trac- 
cia verticale finché si abbatta sul coordinato verticale. Tutti i 
punti della sezione si abbatteranno sopra rette perpendicolari 
a tv v condotte per le respettive loro projezioni su quesf ul- 
tima retta; e basterà trovare V abbattimento dell' asse (c d, c 1 à'\ 
che dovrà resultare parallelo a c d\ per conoscere quelli dei 
punti medesimi. Ora il centro (o, o ) avrebbe il suo abbatti- 
mento sopra o 0 perpendicolare a w v' e ad una distanza o- 
guale ad oo l \ noi possiamo situarlo ad una distanza maggiore 
in 0 per comodo della figura, ed allora COI) parallela a ed' 
sarà 1' abbattimento dell' asse della sezione. Prendendo poi 
0 A = 0 B ~g 0 oonosceremo la posizione e la grandezza del 
secondo asse A B. Per ogni altro punto [e, e ) tireremo e ' F 
perpendicolare a C Z), e prenderemo EF—FE'~cf. Egual- 
mente si troverà il punto N corrispondente ad (>?, n ) oc. 

Si costruirà infine la tangente in N prendendo OF~-op 
e tirando P X. 

2(1-1. Trasformata della sezione .sullo sviluppo del • ilinpko. 
IjO sviluppo del cilindro può ottenersi immediatamente e colla 
Btessa facilità che pel Problema I ,• poiché la circonferenza a o 
ne è la sezione retta, o le rette a à , h b .... sono le vero 
lunghezze dello generatrici comprese fra la baso e la sezione 
trovata. La trasformata di questa è la stessa curva A B A. 
(Fig. 142) che alibiamo costruita nel caso precedente, perchè 
abbiamo rappresentato nella Fig. 143 lo stesso tronco di ciliu- 
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dro che nella Fig. 141. Talché rimandiamo il lettore ai numeri 
2G0 e 2 GÌ per ogni particolarità relativa a questo sviluppo, 

265. Osservazioni. L Le costruzioni indicate per la soluzione 
del problema testò considerato, sono interamente applicabili a 
quella del seguente : Determinare la proiezione verticale di una 
curva di cui si conosce quello orizzontale, e che è. situata so- 
pra un piano dato per le sue traccie. 

II. Anche questo problema: Date le projezioni d' una cur- 
va qualsivoglia, trovarne i punti in cui e tagliata da un piano 
dato, può risolversi coi medesimi mezzi. Poiché immaginando 
tutte le verticali projet tanti la curva sul coordinato orizzontale, 
cercheremo la sezione prodotta dal piano dato nella superfìcie 
cilindrica formata da quelle verticali, e di cui la traccia oriz- 
zontale è la projezione dello stesso nome della curva data. 
Determinata la projezione verticale della sezioue, saranno pro- 
jezioni verticali dei punti richiesti quelli comuni a questa pro- 
jezione ed a quella della curva, e die appartengono a due ar- 
chi aventi la stessa projezione orizzontale. 

Problema III. Dato un cilindro obliquo rispetto ai due piani 
coordinati, ed un piano qualunque non parallelo (die sue 
generatrici, costruire; 1° le projezioni della sezione e quelle 
della sua tangente-, 2° trovarne la vera (orina e grandezza; 
3° descriverne la trasformata sullo sviluppo del cilindro. 

26f>. Pkojkzioni della SEZIONE. Supponiamo il cilindro a base 
circolare a b c d (Fig. 144) situata sul coordinato orizzontale, 
di cui il contorno apparente relativo sia determinato dalle tan- 
genti ef, gh, e quello corrispondente al coordinato verticale 
dalle parallele a in . e m \. Il piano secante sia SRS'. 

Se il cilindro e il piano secante si tagliano con un sistema 
di piani paralleli alle generatrici, le intersezioni coir una e 
F altra superfìcie saranno rettilinee ; e sarà raggiunta la massi- 
ma semplicità se questi piani ausiliarii si scelgono paralleli anco 
fra loro: poiché le intersezioni col piano dato resultando in tal 
caso parallele, sarà necessario costruirne completamente una so- 
la, e delle altre basterà determinare un solo punto. Prendansi a 
quest'oggetto per piani aiurliarii quelli proiettanti le generatrici 

13 
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sul coordinato verticale, e di essi considerisi frattanto il piano 
r rt 8. Il cilindro è tagliato da questo piano secondo la gene- 
ratrice (a m, a m ); il piano S li S lo è seguendo una retta 
avente per projezione verticale a' r ; onde >-j è già un punto 
della sua projezione orizzontale. Un secondo punto .9 si trova 
col mezzo d'un piano ausiliario sr parallelo ni coordinato ver- 
ticale, poiché non ha luogo sul foglio la intersezione delle trac- 
eie orizzontali dei due piani 8 a r ed S E S . La projezione 
8. f t incontra 1' altra « m della generatrice nel punto hi, di 
cui la projezione verticale è m . Dunque il punto (in, m ) ap- 
partiene alla sezione cercata. Per ogni altro piano proiettante, 
per esempio u' b' d , si projetterà il punto comune alla sua 
traccia verticale e a quella del piano secante SHS , sulla li- 
nea di terra in n. e la parallela ad r x s L condotta per ti sarà 
la proiezione orizzontale della intersezione dei due piani. Que- 
sta parallela incontra le proiezioni orizzontali delle due gene- 
ratrici contenute nel piano u' b d nei punti n ed » 4 , di cui 
le proiezioni verticali si trovano in n' ed n \ sopra b' t* : 
quindi (n, n ), (11 lt n \) sono altri due punti della sezione. 

La tangente nel punto qualunque (n, n ) si costruirà con- 
ducendo il piano tangente al cilindro nello stesso punto : que- 
sto avendo per traccia orizzontale la d t, saranno tn e t n' 
le proiezioni della tangente cercata. 

La tangente nel punto 0*, . n t ) resulterà parallela alla pre- 
cedente, poiché il piano tangente al cilindro lungo la genera- 
trice lii^b, 11 \b) è parallelo all'altro che ha per traccia dt. 

So inoltre osserviamo che anco i piani proiettanti a a r 
e ce r', pei quali si ottengono i punti (m, m) ed (i» A , m' x ) 
della sezione , sono tangenti al cilindro , se ne coneluderà che 
le parallele r, *, e V m 1 debbono resultare tangenti alla se- 
zione medesima. Di più a cagioue dei due diametri a c e h d 
respetì iva mente paralleli alle traccio dei piani tangenti consi - 
siderati se ne deduce facilmente che le rette m m x ed ìi » x 
sono chic diametri coniugati della projezione orizzontale , ed 
m' M ' l , n n' 1 altri due diametri coniugati della projezione 
verticale. 

Aggiungeremo per ultimo che le rette gh, ed e f costi- 
tuenti il contorno apparente del cilindro sul coordinato oriz- 
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zontalc sodo nitrosi tangenti i:i h ed / alla proiezione oiizzon- 
tale della sezione. 

Giova tener conto di tutte queste tangenti che agevolano 
moltissimo il tracciato delle curve in piccola scala. Tuttavia 
nel caso particolare della nostra figura potremmo ricorrere ai 
noti metodi di costruzione offerti dai diametri coniugati. 

2fi7. Forma e vera grandezza della sezione, l 'rendasi per 
asse di rotazione la traccia S R del piano secante, ed abbattasi 
questo sul coordinato orizzontale. Ogni punto (m 1? in t ) della 
sezione dopo aver descritto un' arco di cui il piano è vellicale 
e perpendicolare ad lì S, e che ha il centro e il raggio proget- 
tati respettivamente in o ed m l o, si abbatterà in M L sul pro- 
lungamento di iti. o perpendicolare ad »S' R atì una disianza 
o J/ 1 eguale alla lunghezza vera del raggio. Per ottenere questa 
lunghezza basta riportare sulla linea di terra la retta m L o, 
a partirò dal piede della projet tante il punto m / 1 , e prendere col 
compasso l 1 ipotenusa del triangolo rettangolo avente per cateti 
quella proiettante e la retta m , o. In simile modo possono tro- 
varsi gli abbattimenti di tutti gli altri punti (lolla sezione, che 
noi tralasciamo, non consentendocelo i limiti del foglio. 

La tangente in M t si costruirebbe cercando il punto in 
cui la v m l incontra S li, e congi ungendolo con J/ r Ma se 
questo punto d 1 incontro non può trovarsi , si prenderà un' al- 
tro punto qualunque (x, a ) della tangente (v m lt v e); e 
costruitone T abbattimento X, si tirerà XM r 

2G8. Sviluppo del cilindro e trasformata della sezioni . Per 
costruire lo sviluppo del cilindro occorre il tracciato della sua . 
sezione retta, la quale si otterrà semplicemente con due can- 
giamenti di piano. Conducasi a tale oggetto la PQ perpendi- 
colare alle projezioni orizzontali delle generatrici, e prendasi 
per traccia orizzontale d' un piano ad esse perpendicoL re. Di • 
poi si cangi il coordinato verticale in un' altro parallelo alle 
generatrici e sia questo definito dalla L l T l : cerchisi la proje- 
zione ausiliaria d' una generatrice projettando per es.° d in d' 9 
sopra L ì T l , e determinata la nuova proiezione «' d* uno 
de 1 suoi punti (», n ) la quale trovasi, come è noto, sulla per- 
pendicolare un', ad L l T l e alla distanza kn' 3 — n"n, ti- 
risi d , n 2 . Le projezioni ausiliarie delle altre generatrici do- 
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?ranno essere parallele a d 2 u 2 , e basterà, per tracciai le, pro- 
gettare i loro piedi a, b, c... sopra L l T v La nuova traccia 
verticale del piano P Q pas^erà per Q , e sarà Q I\ pcrpendi- 
eblare a(/'„» .,. Questo piano è perpendicolare ancora al nuovo 
coordinato L k 1\ , onde la projezione relativa della sezione retta 
sarà p 3 g 2 . 

No» v 1 ha uccessità alcuna di tracciar la projezione oriz- 
zontale di questa sezione, della quale occorre solo la vera gran- 
dezza. Se per nuovo piano orizzontale prendesi lo stesso piano 
PQP t , il quale verrà così definito dalla sua traccia 1\ Q , ba- 
sterà determinare le nuove projezioni H 2 , F t dei punti h a ed 
f t , e le altre P„. Q 2 dei punti p % e q 3 della sezione, per 
conoscerne gli assi, H 2 F a e P 2 Q a . mercè i quali potrà facil- 
mente tracciarsi 1' ellisse F 2 P 2 i/ 2 Q 2 . Ma questa è la traccia 
del cilindro riferito al sistema dei piani coordinati L l 2\ ed 
L a 1\ al secondo dei quali le generatrici sono perpendicolari : 
essa è dunque la sua sezione retta in vera grandezza. 

Volendone la tangente in un punto JV T 2 , prolungheremo d t 
tino ad incontrare in t x la traccia PQ y si riporterà Q t ì sopra 
una perpendicolare ad L 2 T a condotta alla sinistra di L 2 1\ , 
da Q in t„ , e la tangente cercata sarà t a N 2 . 

Lo sviluppo del cilindro si otterrà nel modo seguente. Si 
rettificherà col mezzo indicato al N. 2b0 un quarto dell' ellisse 
F a P 2 Jl 2 Q 2 . e si riporterà la lunghezza assoluta sopra una 
retta X Y (Fig. 145) quattro volte di seguito da p in p r la 
ret ta pp^ rappresenterà la sezione retta sullo sviluppo ; e sup- 
, ponendo aperto il cilindro lungo la generatrice corrispondente 
al punto ]* 2 della Fig. 144. le perpendicolari ad X 1" condotte 
!>ei punti p e p , . /', q , /* saranno le posizioni prese dalle ge- 
neratrici corrispondenti ai quattro vertici della sezione retta 
sullo sviluppo medesimo. Supponiamo che questo debba limitarsi 
al tronco di cilindro rappresentato nella Fig. 144, come d'or- 
dinario ha luogo nelle applicazioni ; allora sulle perpendicolari 
anzidette riporteremo le lunghezze delle rette che sono proje- 
zioni ausiliarie delle generatrici comprese fra le due rette L„ 7 2 
< d L L 7 , , e si otterranno i punti ♦ ed i,, e, l, tj apparte- 
nenti alla trasformata della base inferiore del tronco. Volen- 
done altri punti basterà servirsi delle generatrici già tracciate 
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sulla Fig. 144. C09Ì pel punto d della base, che sulla lezione 
retta corrisponde alla generatrice avente il piede in d\ y retti- 
ficheremo T arco Q a N t e ne riporteremo la lunghezza sopra 
X F da q in n ; presa di poi La lunghezza della generatrice 
corrispondente troveremo il punto d della Fig. 145. 

La trasformata della base superiore è la linea P N P i y e 
si trova determinando le lunghezze delle generatrici comprese 
fra le due basi del tronco. La lunghezza d N t per esempio, che 
è quella della generatrice (n d, n' b ), si ottiene riportando 
sopra L T a partire da ti' la retta dn, e prendendo col com- 
passo 1' ipotenusa del triangolo rettangolo avente per cateti que- 
sta retta e l'altra n'ri. 

Per costruire la tangente nel punto d, osserveremo chela 
retta dt t della Fig. 144 è la lunghezza vera di essa compresa 
fra il punto di contatto (d , b) e il piano della sezione retta; 
talché prendendo un' apertura di compasso eguale alla d t l e 
col centro in d della Fig. 145 descritto un' arco che taglierà 
la X Y in D , sarà D d tangente alla trasformata della base 
inferiore del tronco. 

Si troverà la tangente nel punto N della trasformata della 
base superiore prendendo sopra d D la parte d T eguale alla d t 
della Fig. 144. 

269. Osservazione. Gli esempi precedenti dimostrano che in 
Geometria Descrittiva le curve si ottengono mercè le condizioni 
del problema, e indipendentemente dalle proprietà inerenti alla 
loro natura. Tuttavia può in qualche caso riuscire più comodo 
servirsi di quelle se. riconosciuta la natura della cuna da trac- 
ciarsi, fossero note. 

L' ellisse, per esempio , è dopo la circonferenza la curva 
che più di frequente s' incontra nelle applicazioni. Le condizioni 
d' un problema conducono in generale a determinarne gli ;issi 
o un' altro sistema qualunque di diametri coniugati. È perciò 
che noi crediamo cosa utile rammentare qui alcuni processi di 
costruzione applicabili con vantaggio in specie se la scala del 
tracciato non è piccola. 

1.° Supponiamo sieno dati gli assi A A , B B' (Fig. 146) : 
sopra una riga si porteranno, a partire da un punto M due 
lunghezze Mq ed Mp eguali Y una al semi-asse minore e Tal- 
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tra al semi-asse maggiore; di poi situeremo la riga in diverse 
posizioni per modo che i punti q e p rimangano sempre il 
primo sul grand' asse e il secondo sul piccolo. Il punto M si 
troverà allora necessariamente sull* ellisse. (* ) 

Giova situare i due segmenti M p ed M q da una stessa parte 
«lei punto il/ ogni qualvolta la differenza degli assi non è piccola; 
nel caso contrario conviene disporre i segmenti stessi dalle due 
parti di M. 

2.° Supponiamo sia dato un sistema qualunque di dia- 
metri coniugati 0 M ed 0 N (Fig. 147). Si possono trovar 
gli assi nel modo seguente : dall' estremità M d' uno dei dia- 
metri si abbassa una perpendicolare M i sull' altro, e si pren- 
dono su questa linea le lunghezze Me ed Mc l eguali ad 0 N\ si 
tirano 0 c ed 0 c t , e dal punto M una secante parallela ad 0 C A : 
questa taglierà 0 c in un punto d a partire dal quale si pren- 
deranno i segmenti d p e dq eguali a d 0. Gli assi sono in di- 
rezione le rette Op ed Oq, in grandezza il doppio dei seg- 
menti Mq ed M p. 

Se tracciassimo la secante parallelamente alla più piccola 
delle due lunghezze 0 c ed 0 C, (Fig. 148) , il punto M si 
troverebbe fra p e q. Si opererà o nell' uno o nell' altro modo 
a seconda della disposizione prescelta fra le due indicate sul- 
la Fig. 146 per descrivere l'ellisse. (**) 

(*) Se riferiamo i diversi punti M alle rette A A q B B' 
presi per assi coordinati , e s" indicano con a e b le loro lun- 
ghezze 0 A, OB, con x ed // le coordinate di M. la simi- 
litudine dei due triangoli p 0 q, q M m conduce immediata- 
mente alla nota equazione dell' ellisse. • 

(**) Indichiamo con co V angolo il/ 0 X: sarà 0 Me l = . 90* +■ co 
OMc ~ 90° - co; quindi cos. 0 Me l = - sen cos. 0 il/c —sen a. 
Chiamando ora n e b i semi-diametri coniugati 0 M ed 
0 N , a e b i semi-assi incogniti dell' ellisse ; determinando 
le lunghezze delle rette Oc ed 0 v x con la nota formula di 
trigonometria applicata ai triangoli OMc ed OMc l , e ricor- 
rendo ai teoremi di Apollonio dimostrati ai Numeri 157 e 158 
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3/ Dati due diametri coniugati o m ed o n (Fig. 1 40) si 
può costruire semplicemente per punti V ellisse quando non fac- 
cia bisogno di trovarne gli assi. Descrivasi una eirconfcrenza 
sopra w m come diametro, conducasi la perpendicolare ùp, e 
tirisi p n : se costruiseesi sopra un' ordinata qualunque r q della 
circonferenza un triangolo simile ad ù p n , il punto 5 e V al- 
tro n situato a egual distanza con g dal punto r, apparter- 
ranno all' ellisse. (*) 

270. Ksekcizii. 1.° Costruire la sezione fatta da un piano in un 
cilindro avente, le generatrici parallele al coordinato verticale, e per 
direttrice un 1 ellisse di cui la projezione orizzontale è circolare e 
la verticale rettilinea. Costruire inoltre lo sviluppo del tronco di 
cilindro compreso fra la direttrice e la sezione. 

2. ° Trovare lo projezioni dei punti in cui la superficie del 
cilindro precedente è intersecata da una retta qualunque. 

3. ° Dato un cilindro circolare obliquo rispetto al coordinato 
orizzontale trovare le traecie del piano ebe ne taglia la superficie 
secondo una sezione antiparallela alla base: e costruire le projezioni 
e V abbattimento di questa sezione. 

4. ° Un cilindro di rivoluzione ha le generatrici parallele al 
coordinato verticale ed inclinate di 45° su quello orizzontale. Co- 
struirne le projezioni, o determinare il piano che ne intersecherebbe 
la superficie secondo una seziono ellittica avente la sua projVzioue 
orizzontale circolare. 

5. ° Determinare sopra un cilindro qualuuque la sezione pro- 
dotta da un piano che fa angoli dati coi piani coordinati: e svi- 
luppare la parte del cilindro compresa fra il detto piano e quello 
orizzontale. 



della Parte II del Corso di Matematiche citato alla pag. 128 si 
trova Oc — a — 6, Oc A = a -j- b: per la qual cosa sarà 
a— .{(Oc ^OcJ^Mp, 
6-3 l a (Oc + 0c ì ) — 0c-^Mq 
(*) Perchè le lunghezze on, r s ... resultano eguali alle 
ordinate dell' ellisse concentrica costruita sul diametro w m 
preso per asse maggiore e sub" altro o n preso per asse mino- 
re. Ved. il N. 9 102 del Corso «opra citato. 
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Sezioni piane delle superficie coniche. 



Problema I. Date le proiezioni «T un cono circolare retto e le 
traccio (V mi piano qualunque, costruire : 1." le projezwni 
della sezione e quelle della tangente in uno qualunque de' suoi 
punti; 2.° trovare la vera grandezza della sezione e la tan- 
gente in un punto di essa ; 5.° descriverne la trasformata 
sullo sviluppo del cono. 

271. Projezioni della sezione. Supponiamo 1' asse del cono 
perpendicolare al coordinato orizzontale, e sieno(P, V) il ver- 
tice (Fig. 150), la circonferenza di raggio V A e il triangolo 
A V B' i contorni apparenti relativi ai due coordinati; S lì S' 
il piano secante. In due modi si possono costruire le projezioni 
della sezione. 

1. ° Metodo. Conducasi un piano orizzontale m «': que- 
sto intersecherà la superficie conica secondo un circolo projet- 
tato verticalmente in in n' ed orizzontalmente nella sua vera 
grandezza sulla circonferenza m q n x p m avente il centro in V, 
e il piano secante secondo la retta orizzontale (m nmj. 
Talmente che i due punti p, q in cui le projezioni orizzontali 
delle due intersezioni ausiliarie s' incontrano, saranno le proje- 
zioui di due punti della sezione domandata, che si progetteranno 
verticalmente in />' e q sulla ni «'. Conducendo altri piani 
ausiliarii orizzontali si otterranno nello stesso modo altrettante 
coppie di punti che basterà riunire con un tratto continuo per 
avere le projezioni cercate. 

2. * Metodo. Per il vertice (V, V ) della superficie conica 
conducasi una retta (F n, V n") parallela alla traccia oriz- 
zontale Sii del piano secante; e per essa facciamo passare un 
piano sin ", la cui traccia orizzontale sia parallela ad Sii, e 
secante la traccia del cono. Questo piano passando per il vertice 
taglierà il cono secondo due generatrici orizzontalmente prò- 
jottate in .5 V, v V c verticalmente in s' V\ v V\ taglierà il 
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piano secante secondo una retta orizzontale verticalmente pro- 
jettata sulla parallela ad L T condotta per -e?; talché i punti a', fi' 
in cui questa incontra le rette v' V\ s' V saranno projezioni 
verticali di due punti della sezione, le cui projezioni orizzontali 
si troveranno in a e /3 sulle v V, s V. 

I punti a,/5si possono determinare indipendentemente da- 
gli altri ce', fi' costruendo la projezione orizzontale della inter- 
sezione dei piani 8 R S \ stn" che deve esser parallela sui li S 
ed incontrare in a e ti le rette v V, s V. 

La traccia orizzontale del piano secante non intersecando 
quella del cono non si troveranno punti della sezione su que- 
sta ultima ; ma si troveranno bensì sul contorno apparente ver- 
ticale. Per ottenerli si condurranno i due piani ausili arj A a ri', 
B b ri' i quali tagliando il cono secondo le generatrici (A V, A' V) 
(B V, B V ) determinano su queste i punti (a v a',), (b v 6',) 
che separano sulla projezione verticale della sezione la parte vi- 
sibile a x p r 6'j dalla invisibile a x ri q' b\. 

I punti più alto e più basso della seziono sono quelli in 
cui la tangente è orizzontale. Questa tangente essendo la inter- 
sezione del piano secante SRS coi piani tangenti al cono nei 
medesimi punti; bisognerà che le traccie orizzontali di questi 
piani sieno parallele ad S R. Se dunque si conducono alla cir- 
conferenza di raggio A V le due tangenti de, f g parallele ad 
S R, e si considerano queste rette come traccie orizzontali di 
due piani de ri', f gii 1 facenti parte del sistema dei piani au- 
siliari secanti, i punti («, «') (r, r ) che somministrano saranno 
quelli cercati. 

II secondo dei metodi testé impiegati, quantunque possa 
sembrare più complicato del primo, è a questo preferibile per 
la facilità con cui somministra i punti notabili della sezione , 
la costruzione dei quali deve precedere quella di tutti gli altri. 
Riunendo ora con un tratto continuo tutti i punti determinati 
si avrà per projezione orizzontale della curva domandata la li- 
nea a l ttx qb 1 r p a v e per projezione verticale l'altra linea 
a\u'x q b\r'p a v 

Cerchiamo la tangente nel punto (x, x'). Il piano tangente 
al cono in questo punto contiene la generatrice corrispondente, 
la cui traccia orizzontale è quindi la traccia orizzontale di 
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quel piano sarà la retta h h tangente in k alla circonferenza «li 
raggio VA. lì punto A comune alla traccia orizzontale del piano 
tangente e a quella del piano secante è la traccia orizzontale 
della tangente cercata : dunque la sua proiezione orizzontate sarà 
hx, e la verticale h' x . 

272. Fobha e vera grandezza della sezione. Si farà ruotare 
il piano secante attorno alla sua traccia orizzontale S B per 
farlo abbattere sul coordinato orizzontale. In questo movimento 
ogni punto (x, x') della sezione descriverà un" arco di circolo 
perpendicolare al coordinato medesimo e alla retta S H ; per 
cui si progetterà orizzontalmente sopra x t perpendicolare a 
questa retta, avrà por centro il punto i e per raggio 1' ipote- 
nusa del triangolo rettangolo i cui cateti sono x i ed x' U . 
Laonde se riporteremo questa ipotenusa sul prolungamento di 
xij a partire dal punto i in ix t , sarà x l Y abbattimento del 
punto considerato. In un modo analogo troveremo Y abbatti- 
mento degli altri punti, e così otterremo la linea r l (x l u 1 (^ l 
per vera grandezza delle sezione. 

Per avere la tangente in uno dei suoi punti x 1 bisogna 
prima cercare la traccia orizzontale /* della tangente nel punto 
corrispondente (se, x ) della sezione. Questa tangente si abbatte 
insieme colla sezione medesima ruotando attorno al punto h clic 
rimane immobile per esser situato sull' asse di abbattimento; 
quindi hx t è evidentemente la tangente cercata. Nei punti r x 
ed tt l corrispondenti al più alto e al più basso la tangente deve 
mantenersi anche noli' abbattimento parallela alla retta 8 R. 

273. SviLVPl'O PEL CONO E TRASFORMATA DELLA SEZIONE. Si può 

considerare la superfìcie cornea come quella di una piramide 
composta di un gran numero di faccie, e la si spiegherà nel modo 
stesso che si praticherebbe per quella. Così prendendo sulla 
traccia del cono dei punti assai vicini si potrà senza errore 
sensibile sostituire un triangolo piano alla piccola porzione di 
superficie conica compresa fra due punti consecutivi della trac- 
cia e le generatrici corrispondenti. Costruiti tutti questi trian- 
goli nella loro vera grandezza e situati gli uni a lato degli 
altri, otterremo lo sviluppo della superficie data. Si avrà la 
vera lunghezza delle generatrici facendole ruotare attorno alla 
projettante il vertice sul coordinato orizzontale finche sieno dive- 
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mite parallelo a quello verticale. E se nessima condizione deter- 
minerà la scelta delle generatrici si potranno rendere più sem- 
plici le costruzioni prendendo di preferenza quelle generatrici 
che hanno una prelezione comune, e che due a due hanno i 
loro piedi a egual distanza dalla linea progettante orizzontal- 
mente il vertice. 

Per quanto un tal metodo che è praticabile, qualunque sia 
la direttrice e la traccia della superficie conica, si presenti sem- 
plice e di facile esecuzione pure non va esente da gravi difet- 
ti, tra i (piali il più rilevante si è quello di esigere la costru- 
zione consecutiva di triangoli a base piccolissima rispetto agli 
altri due lati. Quando le generatrici della superfìcie conica fos- 
sero della medesima lunghezza, si comprende facilmente che le 
loro estremità si troverebbero nello sviluppo sopra un arco di 
circolo di lunghezza assoluta eguale a quella della linea che 
sulla superficie riunisce gli estremi delle generatrici medesime. 
Vedremo più tardi come ]>ossa determinarsi questa linea nel 
caso di un cono qualunque : in un cono circolare retto essa è 
la sezione prodotta da un piano perpendicolare al suo asse ; e 
lo sviluppo in ogni caso si riduce alla costruzione di un settore 
circolare, di cui è noto il raggio e la lunghezza della base. In 
questo caso può costruirsi con molta esattezza un tale settore in 
virtù delle considerazioni seguenti. 

Sia x 1' angolo corrispondente al settoro che si cerca. // 
T arco di questo settore, R il lato del cono : preudendo 1' an- 
golo retto per unità di misura si avrà : 

x : 4 : : y : 2 t: II 
Y arco y dovendo essere eguale alla circonferenza della sezione 
perpendicolare all' asse del cono e che limita il suo lato, se 
indichiamo con r il raggio di questa sezione, sarà y = 2jri?, 
perciò la proporzione darà 

4 r 

Con questa formula, conosciuto le lunghezze relative di r ed li 
e il loro rapporto, possiamo ottenere espresso in gradi oppure 
in parti di angolo retto Y angolo del settore cercato. 

Cosi se r — 2. ed II = 5, avremo x ~ ? di angolo retto, od 
anco 1' angolo del settore eguale a 114". Questa relazione 
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fra il roggio della base del cono e il suo lato sussiste fra le 
rette A V ed A V della Fig. 1 50 ; per cui ad averne lo svi- 
luppo noi descriveremo col centro in un punto U (Fig. 151). 
e col raggio UD = A' V un 1 arco di 144° DFD V o ciò che 
torna lo stesso, eguale ad un quadrante e tre quinti ; e il set- 
tore UZ)FD L U sarà lo sviluppo della superficie conica rappre- 
sentata nella Fig. 150. Sull 1 arco citato la cui lunghezza asso- 
luta è eguale a quella della circonferenza A V potremo ri- 
trovare con facilità i piedi delle diverse generatrici contenenti i 
punti della sezione precedentemente costruita. Basterà prendere 
a partire da D che possiamo supporre corrispondere alla trac- 
cia d della generatrice proiettata in Vd, le lunghezze D A v 
A X M eguali respettivamente a d A, Am x : allora con- 
giungendo i punti A r M..., con U si avranno le posizioni 
delle generatrici corrispondenti sullo sviluppo. Ma se queste ge- 
neratrici saranno scelte per modo che le loro tracce dividano 
in parti eguali la traccia del cono, come la dividono in otto 
parti eguali quelle del nostro esempio, eccettuate le generatrici 
contenenti i punti («, a) e Q3, /5 ), basterà operare la medesima 
divisione sull'arco DA l FKI) l per avere i piedi di tutte le 
generatrici su cui si trovano i punti della trasformata richiesta. 
La posizione di questi punti si determinerà riportando sulle 

UT), VA, UM le lunghezze corrispondenti (Vu, Fa'), 

( Va v V a x ), {Vp, V p) Facilissime a ritrovarsi. Poiché im- 
maginando che ciascuna delle generatrici del cono, ruotando at- 
torno al suo asse, venga ad abbattersi sul piano A B parallelo 
al coordinato verticale, ciascun punto della sezione descriverà 
un 1 arco orizzontale e verrà a situarsi sopra una delle rette 

V A' o V B\ mostrando immediatamente la sua distanza 
dal vertice. Così per la generatrice (Vm v V ni x ) mentre il 
suo piede m x cade in (A, A') e la sua lunghezza è determi- 
nata da V A', il punto (p.p) cadrà in (in, ni) dopo aver de- 
scritto l'arco (j)tn,p'm); e la sua distanza dal vertice sarà 

V ni. Riportando adunque sopra U M (Fig. 151) la lunghezza 

V »n da U in p x sarà p x un punto della trasformata. Segue 
da ciò che per avere la posizione d 1 un altro punto qualunque, 
per esempio, del punto di contatto (x, x ), la cui generatrice nello 
sviluppo è U K, è sufficiente tirare j n , parallela alla linea 
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di terra, e riportare la lunghezza V a\ da V in x v Ope- 
rando egualmente per gli altri punti si otterrà la curva t^ rjMg 
per trasformata della sezione. 

Il triangolo progettato in xhk (Fig. 150) formato dalla 
tangente (h x, /*' x ) e dalle rette h k, (x k, x k') è evidentemente 
rettangolo in k e si conserva invariato anche nello sviluppo del 
cono: ma in, questo la posizione presa dal lato (xk,x'k) èia 
retta x l K: dunque se per K condurremo una perpendicolare ad 
UK e prenderemo K H~ k h, la retta Hx l dovrà necessaria- 
mente toccare nel punto x ì la trasformata della sezione. 

Per i medesimi priucipj le tangenti nei punti u v « 2 cor- 
rispondeuti al medesimo punto («,« ), e nel punto r l corrispon- 
dente ad r. resulteranno perpendicolari alle rette U D, UD V 
U F, essendo le tangenti in (u, ti) ed (r, r ) respetti vamento 
perpendicolari alle generatrici Vd, Vf che li contengono. 

274. Osservazione. E noto che la sezione piana d 1 un couo 
circolare è un' ellisse o una iperbole o una parabola quando il 
piano secante non passa pel vertice nò ò parallelo alla sua base. 
Si ottiene un' ellisse se tutte le generatrici d' una medesima 
falda sono incontrate dal piano, si ha una delle altro due curve 
allorché trovansi sul cdno delle generatrici non incontrate dal 
piano. 

Può riconoscersi facilmente V esistenza di queste ultime ge- 
neratrici. Condurremo a tal oggetto pel vertice un piano V pa- 
rallelo al piano secante P; ed allora, se la sua traccia oriz- 
zontale non incontrerà quella del cono tutto le generatrici 
saranno intersecate dal piano dato; la sezione sarà una curva 
chiusa, e quindi una ellisse: se la traccia del piano P" taglierà 
la traccia del cono vi saranno due generatrici parallele al piano 
P, le quali possono considerarsi come intersecate da questo al- 
l' infinito; la sezione avrà perciò due rami infiniti, e sarà un' iper- 
bole: se la traccia del piano P resulta tangente alla traccia 
del cono la generatrice di contatto sola resulterà parallela al 
piauo secante P; in conseguenza la seziono avrà un ramo in- 
finito, e sarà una parabola. 

La natura di ognuna di queste tre curve essendo nota, 
conviene sempre determinare gli elementi che servono pel suo 
tracciato. Così per la sezione ellittica ottenuta nella ( Fig. 150) 
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è fucilo riconoscere che la congiungente i punti (u, f ) ed 
ir, r) è un' asse di simmetria della curva e della sua proie- 
zione orizzontale , poiché è perpendicolare a tutte le corde 
a a?, p q . . . che sono orizzontali , e le divide in due parti 
eguali. La retta (u r, n' r)b quindi uno degli assi della curva, 
e ne sarà il maggiore ; la n r è V asse maggiore della proje- 
zione orizzontale, la u r un diametro della projezione ver- 
ticale. Per trovare V asse minore, basta cangiare il coordi- 
nato verticale in un' altro piano L x T x perpendicolare al 
piano secante SR S'. Il contorno apparente del cono sarò su 
questo determinato dal triangolo isoscele rì x V x f x , la traccia 
ausiliaria del piano sarà S R x ed r x u x la projezione ausiliaria 
della intera sezione. L' asse cercato è parallelo ad S R e perciò 
perpendicolare al piano L x T t \ la sua projezione ausiliaria sarà 
il mezzo o x della retta r x « r Conduciamo pel vertice del cono 
e per questo asse uu piano: la traccia ausiliaria sarà V x o x . 
e la traccia orizzontale S v parallela ad 8 R. Il cono viene in- 
tersecato seguendo le due generatrici V s e Fi', il piano se- 
cante secondo la retta (« fi, oc ' o fi ) la quale è asse minore della 
sezione : v. fi è quello della sua projezione orizzontale. Le due 
rette a fi ed u r formano un sistema di diametri coniugati, 
e la loro intersezione o , centro della projezione verticale della 
sezione dovrà trovarsi con o. centro della projezione orizzon- 
tale, sopra uua medesima perpendicolare ad L T. 

Il cangiamento di piano testò operato ofì're un terzo me- 
todo per la ricerca della sezione proposta ; e la determinazione 
dei punti (a, a') (fi.fi) dimostra l'ordine delle costruzioni da 
seguirsi quando giovasse Farne V applicazione. Ma non è rigo- 
rosamente necessario per la ricerca dell'asse minore (a /S, «' /S*) 
della sezione. Poiché, dimostrato che (« r, « r ) è Y asse mag- 
giore, puossi osservare che il minore dovrà projet tarsi orizzon- 
talmente sopra una perpendicolare ad f* r condotta pel suo punto 
di mezzo o, e che essa è un'orizzontale del piano S lì S a- 
vente per traccia verticale z, e quindi per projezione verticale 
la e a' fi' parallela ad L T. Per la qual cosa unito n" con z 
resterà determinato il piano secante ausiliario che fa conosce- 
re le generatrici V s , V v contenenti le estremità dell' asse 
minore. 



i _ 
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Problema II. Dato un cono circolare retta CoW asse verticale ed 
n-n piano che ne taglia le (Ine falde, costruire ; 1." le pro- 
jezioni della sezione ; 2." trovare, di questa la vera for- 
ma e grandezza : 3.° descriverne la trasformata sullo sei- 
tappo del cono. 

275. Proiezioni della sezione. La circonferenza VA (lig. 152) 
sia la traccia orizzontale del cono, e i due triangoli isosceli 
opposti al vertice A' V lì' . a' Y V sieno le projezioni verti- 
cali delle faille inferiore e superiore. Supporremo il piano se- 
cante perpendicolare al coordinato verticale, e rappresentato 
in £1 li S . 

Se pel vertice (V, V) conducesi il piano V r' s parallelo 
al piano secante, vedesi chela sua traccia r s taglia la traccia 
del cono nei punti r ed * ; vi sono dunque le due generatrici 
projettate orizzontalmente in Vrc V s. e verticalmente in V »■', 
elio non possono essere tagliate dal piano secante; quindi la curva 
d'intersezione è una iperl iole (X. 274). Consideriamo le due falde 
del cono limitate Y una dal coordinato orizzontale e 1" altra dal ' 
piano o l> ad e vo parallelo ; la sezione intera si troverà proget- 
tata verticalmente sulla parte Re della traccia corrispondente 
del piano secante. 11 coordinato orizzontale interseca il cono se- 
condo il circolo VA e il piano secante secondo la retta R S: i 
punti b e b 2 comuni a queste due linee appartengono alla proie- 
zione orizzontale della sezione. Parimente il piano a b interseca 
il cono secondo il circolo V a, e il piano secante secondo una retta 
orizzontale e perpendicolare al coordinato verticale; se dunque 
tirasi per c' una perpendicolare ndLT i punti e e c x a que- 
sta comuni e alla circonferenza V a apparterranno pure alla 
proiezione orizzontale della sezione. Per trovare altri punti di 
questa proiezione possiamo ricorrere a dei piani orizzontali. Se 
uno rii questi è per esempio ni n . o>->rver ino che il cono sa- 
rà tagliato secondo un c ircolo orizzontale di raggio p n . e il 
piano secante secondo una retta orizzontale progettata vertical- 
mente in in . Tirando pertanto dal punto in una perpendi- 
colare ad L T, e col centro V descrivendo un 1 arco di raggio 
p n che tagli quella perpendicolare, i due punti d'incontro 
ni di m x apparterranno alla sezione. • 
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La retta A V ai un' asse di simmetria della curva e della 
projezione orizzontale perchè scorgesi facilmente che essa è per- 
pendicolare a tutte le corde bb ì , m m L , nn t ... e le divide 
in due parti eguali ; i vertici della curva sono quindi i punti 
(r, r )e(t'j, r',); il centro (o , o ) vien detcrminato dal mezzo 

0 della retta v v \ \ e Tasse trasverso sarà (e e, , v v \). 

La tangente in un punto qualunque della sezione si trova 
coi soliti processi già applicati nei problemi precedenti, mercè 

1 quali essa viene determinata dall' intersezione del piano se- 
cante col piano tangente al cono lungo la generatrice che passa 
pel punto di contatto. 

Ma se cerchiamo questa intersezione pei piani tangenti 
luugo le generatrici (Kr, V r),{Vs, V s) parallele al pianu 
secaute, se ne concluderà che i punti di contatto si trovano ad 
una distanza influita , e le tangenti relative, che resulteranno 
parallele alle generatrici medesime saranno gli asintoti della 
sezione. Le traccio orizzontali di queste tangenti sono i punti 
a e /3 determinati dalle tangenti alla circonferenza VA con- 
dotte per 8 ed r ; e perciò le loro projozioni orizzontali saranno 
a «! e fi l/Si respettivamente parallele a V r e Vs. Le rette a a, 
e /3/S, sono pure gli asintoti della iperbole projezione , e se il 
disegno è esatto debbono tagliarsi nel punto o già determinato. 

Sono noti i processi di descrizione dell' iperbole allorché 
ne sono dati gli asintoti e I 1 asse trasverso : possiamo quindi 
considerare come determinata completamente la projezione del- 
la sezione. 

276. Forma e vera grandezza della sezione. Tutti i punti di 
questa curva distano dal coordfnato verticale, e perciò dalla 
traccia corrispondente del piano secante, per quanto sono di- 
stanti le loro projezioni orizzontali dalla linea di terra. Noi 
possiamo quindi ottenere la forma e vera grandezza di essa 
abbattendo il piano secante sul coordinato verticale, presa per 
a>*e di rotazione la sua traccia 11 S ". In questo modo V abbat- 
timento di ciascun punto della curva dovrà trovarsi sopra una 
perpendicolare ad Jl S' condotta per la relativa projezione ver- 
ticale del punto cercato. Troveremo così il punto 0 prendendo 
sulla perpendicolare in o la lunghezza o' 0 — o o k . L' asse tra- 
sverso si abbatterà sopra »:n.n parallela ad JR fi' condotta per 0, 
e sarà l\ V r 
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277. Trasformata della sezione. (Fig. 152 e 1Ó3). Immagi- 
niamo aperta la superficie del cono luogo la generatrice 
(VB, V B): la falda inferiore si svilupperà in un settore cir- 
colare B 2 A 2 7/ 3 K 2 2? a di raggio V 3 A 2 = V A' e di cui la 
base A s B 3 deve essere eguale alla lunghezza assolut i della 
circonferenza VA: la falda superiore si svilupperà in un altro 
settore circolare « 2 b 2 P f « 2 (U raggio eguaio a Fa', e di 
cui i raggi estremi K„ «„, V' 9 a 3 delj}>ouo trovarsi sui prolun- 
gamenti di quelli del primo. 

Per determinare la trasformata del ramo (bvbx, A' v ) si 
comincerà dal vertice v che dee trovarsi sopra V* A., ad una 
distanza V 3 « J 2 — V v ; di poi si cercheranno i punti 6 2 e b :ì 
che si troveranno sulla base del settore prendendo gli archi 
A % b 2 ,A 3 b 3 eguali alla lunghezza assoluta dell' arco Ab: per 
ogni altro punto intermedio (m, m ) si condurrà la gcnaratrice 
( Vq, V q) e se ne cercherà la posizione sullo sviluppo pren- 
dendo a partire da J 2 un" arco eguale alla lunghezza dell'arco 
-•l q, e cougiungendone 1* estremo con V 2 . Su questa congiun- 
gente riporteremo la lunghezza vera V n della generatrice 
compresa fra il vertice e il punto considerato, e troveremo ni.,. 
Così la trasformata del ramo inferiore si comporrà della sola 
curva b 3 in 2 v 3 b 3 . 

Quella del ramo superiore (cv t c L , v A c ) si troverà sul 
secondo settore operando in modo analogo; solo è da avvertirsi 
che si comporrà di due linee distinte v 3 n 3 e a e r 3 » 2 c 2 , poi- 
ché la generatrice (B V, B' V) secondo la quale è stato a- 
perto il cono prende le due posizioni V a a 2 e V 2 a 3 traendo 
seco il vertice (v lf v\) nelle due posizioni v 3 e v 3 distanti 
egualmente da F 2 della quantità V v \. E da notarsi altresì 
che in questi due punti i rami suddetti toglieranno ad angolo 
retto i raggi del settore, a cagione della tangente in , v \ ) 
perpendicolare alla generatrice. 

Gli asintoti non sono situati sulla superficie del cono, ma 
sui piani tangenti, i quali possono supporsi addossati sul piano 
dello sviluppo. Si determineranno le posizioni V „ r„, V s a 
delle generatrici di contatto ; si condurranno in r a ed s a le 
tangenti alla base del settore, e determinati su queste i punti 
u a c fi 2 prendendo r 2 u a — r «, s 3 fi 2 = s si tireranno per 
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<z, c fi 3 due parallele alle generatrici medesime. Queste rette 
dorranno fissare per o 2 , che è la posizione sullo sviluppo «lei 
eentro (o, o ) della sezione, e saranno gli asintoti della trasfor- 
mata. (*) 

27S. Osservazione. Quando la traccia R S del piano secante 
Siiti (Fig. 152) fosse parallela ad A V , la generatrice 
(VA, VA') resulterebbe parallela al piano, e quindi la se- 
zione avrebbe un ramo influito. E noto che in questo caso la 
sezione stessa è una parabola ; ma noi lasceremo al lettore la 
cura d" eseguire il disegno relativo, che non olire alcuna difficoltà. 



( ) Qualunque sia la sezione prodotta dal piano nella su- 
perficie conica, designamo con IL a, / il raggio della sua base, 
rattezza, e il lato o apertura; con ./• 1' altezza Up (Fig. 152) 
d'un punto qualsivoglia (iti, m ) della sezione al disopra del 
piano della base, con p la sua distanza V n dal vertice; con 
a la proiezione A V q dell 1 angolo fatto dalla generatrice con- 
tenente quel punto colla generatrice fìssa (A V, A V ), con 
gl'angolo S R T del piano secante col coordinato orizzontale, 
ed inline con /«• l'altezza del punto (V. n ) in cui esso taglia 
V asse del cono. 

I triangoli simili projettati verticalmente in V q Uc V m p 
che in vera grandezza sono V U R e V p' v daranno: 

a : a — x : : li p 
Se poi osservasi che n p' = k — x =m' p\ tang fi, e che 
JJq' — Vq k ■=. R cos oc, dagli stessi triangoli V q' Uc V m p' 
si ha 

/. — ./ 

a: a — .<• : : // cos ce * na c 

tang t j 

L'eliminazione di x fra le equazioni cui fan luogo le precedenti 
proporzioni conduce alla seguente 

o in — R tang fi cos a) == / (a — /. | 
nella «piale o ed c/. variano coi diversi punti della sezione. 

bissiamo ora alla trasformata (Fig. 153). In questa la ge- 
neratrice fi<sa (V A, V A ) della Fig. \~>2, ha la posizione 
V^A S . il vertice (V. V) è iìi V 2 : le lunghezze o eon^erva- 
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Problema III. Dola una superficie contea qualunque, costruire la 
sezione in essa prodotta '•'<» uh piano qualsivoglia, la sra vera 
forma t grandezza, c la trasformata sullo sviluppo del cono. 

27!). Si trovi ranno le prelezioni della sezione applicando il 
secondo dei melodi adottati pel problema del X." 271 ; come 
anche può prendersi un sistema di piani verticali, Oppure per- 
pendieolari al coordinato verticale, condotti però pel vertice della 
superfìcie; e questo metodo sarà semplice quanto il precedente. 

In ogni caso non bisogna dimenticare di condurre p< 1 ver- 
tice un piano parallelo a quello secante per assicuraci se la 
sezione avrà dei rami iuiìuili (X.° 274); e se (mesti rami a- 
vranno asintot i a distanza finita essi resulteranno, come per Pi- 
perbolo 275Ì, dall' interse/ione del piano secante cui piani 
tangenti al cono lungo le generatrici contenute nel piano ad 
e.»so parallelo condotto pel vertice. 

Gioverà pure determinare prima d'ogni altro i punti situati 
sui contorni apparenti della superficie, e quelli in cui la tan- 
gente è orizzontale. Le projezioni della sezione si troveranno così 
circoscritte da diverse tangenti, le quali ne faciliteranno il tracciato. 

La vera forma e grandezza si otterrà sempre mercè un 
movimento di rotazione fatto subire al piano per abbatterlo 
sopra uno dei coordinati ; e quanto alla trasformata si otterrà 
cercando lo sviluppo della superfìcie nel modo indicato al N." 273, 

no lo stesso valore e gli angoli a prendono 1' ampiezza degli 
angoli »* a V„ /i 2 . Chiamando s> questi ultimi angoli , e con- 
siderando gli archi che misurano gli uni e gli altri nelle cir- 
conferenze nel cui centro hanno il vertice, si ha la relazione 
R « zi 'j>: talmente che se prendesi per polo il punto V„ e 
per asse polare la retta V s A 0 V equazione polare della tra- 
sformata sarà : 



e rappresenterà la trasformata d' una ellisse d 1 una iperbole o 
d' una parabola sullo sviluppo del cono secondo che Ji tang « è 
minore, eguale, o maggiore di a. 
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e determinando ni quello le posizioni «Ielle generatrici che pas- 
sano pei punti ottenuti della sezione, per riportarvi le loro 
lunghezze comprese fra i medesimi punti c il vertice. 

280. Ksercizii 1." Costruire la sezione fatta da un piano in un 
cono avente per direttrice un ellisse di cui la projezione orizzon- 
tale è circolare e la verticale è una linea retta, e per vertice un 
punto d' una parallela al coordinato verticale condotta pel centro 
dell' ellisse. 

2. ° Costruire i punti d' incontro d' una retta colla superficie 
del cono considerato nelf esercizio precedente. 

3. " Per un punto dato sulla superficie d' un cono circolare 
obliquo condurre un piano che la intersechi secondo la sezione an- 
tipara] lela alla base. Trovare le proiezioni di questa sezione, e lo 
sviluppo del tronco di cono determinato da quel piano. 



CAPITOLO IX. 
Sezioni piane delle superficie di rivoluzione. 

281. Fra le superficie di rivoluzione noi prenderemo ad esem- 
pio r elli>soide e 1' iperboloide ad uua falda , della quale ab- 
biamo già avuto occasione di parlare al (N.° 218); non per- 
chè sieuo le sole che si presentino ordinariamente nelle appli- 
cazioni. BÌbbene perchè, mentre questi due esempii saranno suf- 
ficienti a dimostrare i mezzi offerti dalla Geometria Descrittiva 
per trovare le sezioni piane di qualunque altra superficie della 
stessa natura, offriragno d' altronde, in specie il secondo, delle 
particolarità interessanti e non comuni. 

Supponiamo sempre 1' asse di rotazione perpendicolare al 
coordinato orizzontale, per maggiore semplicità ; rammentando 
però che ove non fosse concesso dare a questo coordinato una 
tale disposizione basterà fare quel cangiamento di piani coor- 
dinati mercè il quale resulti V asse perpendicolare ad uno di 
es>i, operare come siamo per esporre, e ricondurre poi i punti 
determinati della sezione alla sua vera posizione (N. 114. IV). 



- — 
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Problema I. Data un' ellissoide di rivoluzione con V asse verti- 
cale, e le traccie tF un piano qualunque, costruire le projc- 
sioni della sezione, e quelle della tangente in uno dei suoi 
punti. (Fig. 154). 

282. Peojezioni della sezione. Sieno o ed o z le projezioni 
dell'asse (li rotazione; la circonferenza ob e l'ellisse avente 
per assi a b e c d situo le proiezioni dei contorni «pparcnti 
della superficie, ed S R S' il piano secante. Un sistema di piani 
ausiliarii secanti paralleli al coordinato orizzontale taglierà la 
superficie seguendo i suoi paralleli, il piano S R S seguendole 
sue orizzontali, o i punti comuni agli uni e alle altre respet- 
tivamente situati sopra . uno stesso piano ausiliario apparter- 
ranno alla sezione domandata. 

Il piano a b . che divide in due parti eguali la superfìcie 
può appartenere al sistema predetto: esso interseca la superficie 
seguendo la circonferenza o b, il piano secante seguendola oriz- 
zontale in m x ; perciò i due punti {in, m ) ed (>»,, m\) faranno parte 
della sezione. La figura dimostra un* analoga costruzione per un 
secondo piano orizzontale che ha somministrato i punti (/,*") <<1 
(n, n ). 

Punti notabili. Di questi punti noi abbiamo già determinati 
i due che si trovano sul contorno apparente rispetto al coor- 
dinato orizzontale e sono («*, m ) ed (m^ >/*',)• essi la pro- 
jezione orizzontale della sezione è tangente alla circonferenza 
oh. poiché i piani tangenti ali* discoide sono verticali ed hanno 
le loro traccio orizzontali taugenti in in ed m, alla circonfe- 
renza medesima. Le projezioni verticali delle loro intersezioni 
col piano SJiS dovrebbero riescire tangenti in w ed m\ alla 
proiezione verticale della sezione. 

Si trovano i punti situati sul contorno apparente relativo 
al coordinato verticale cercando la intersezione del piano SRS 
con quello del meridiano principale : questa intersezione ha per 
projezioni b e e c" z' parallela ad R S\ onde i punti (<?'. e) ed 
(/* ./*) nei quali è da essa incontrato il meridiano predetto sono 
quelli cercati ; e la proiezione verticale della sezione riescirà 
tangente alla curva a e b d in e' ed h . 

L'arco mhm L della projezioue orizzontale appartiene alla 
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parte «Iella superficie visibile per rapporto ài coordinato verti- 
cale, mentre 1' altro arco e' m i h' trovasi su quella inviabile. 
Tuttavia noi abbiamo tracciato interamente con linea piena cia- 
scuna prelezione, perebè abbiamo supposta remossa la porzione 
dell' ellissoide ebe rimane al disopra del piano secante. 

Fra i punti notabili restano ancora a determinarsi il più 
alto e il più basso, cioè quelli nei quali la tangente è orizzon- 
tale. 11 piano tangente all' ellissoide in ciascuno di essi deve 
avere la sua traccia orizzontale parallela ad R S ; quindi do- 
vranno trovarsi sul meridiano o P perpendicolare ad S lì. e sa- 
ranno i punti comuni alla curva meridiana e alla intersezione 
del suo piano oV coli' altro 8 II S . Questa intersezione è evi- 
dentemente (oP.Pz)\ poiché il punto (o, z ) determinato sul- 
l'asse dalla retta c" z trovasi sul piano ti US'. 

Facciasi ora ruotare il piano Po attorno all' asse finché 
si abbatta su cob\ il punto /' verrà in p, e la (Po, P z)'m 
{pò, p z); la curva meridiana si abbatterà in coda, e i 
punti ad essa comuni e alla retta p z' saranno gli abbattimenti 
di quelli che si cercano. Allora le parallele ad L T condotte 
per essi determineranno sopra V z le loro proiezioni verticali 
ce e ['/, e saranno al tempo stesso le tangenti alla proiezione 
verticale della sezione. Le proiezioni orizzontali dei medesimi 
punti sono a e /9 . e le parallele ad R S per queste condotte 
saranno tangenti alla proiezione orizzontale della curva. 

283. Projeziom DELLA tangente. Vogliasi la tangente nel punto 
(», »'). Faremo ruotare il piano meridiano o Q che passa per 
(n, ri) finche abbattasi in col: allora la curva meridiana si 
projetterà sopra c b d ri e il punto che si considera si collo- 
cherà in (n v n \). Condotta la tangente in e riportatane 
la traccia orizzontale r, in v, la vt perpendicolare ad oQ sarà 
la traccia orizzontale del piano tangente all'ellissoide in (w, ri) 
(N.° 240); e conseguentemente (t n r in) la tangente richie- 
sta. (N.° 250 III). 

284. Forma k VERA guanio.zza della SEZIONE. Abbattasi il piano 
secante sul coordinato orizzontale, preudendo per asse di rota- 
zione hi sua traccia US. Ogni punto ) della sezione de- 
scriverà un' arco di circolo di cui il piano è perpendicolare al- 
l' u<*c. perciò si pivjetterà sopra fl/S, perpendicolare ad li S, 
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£ di cui il raggio è la rett;i (/'/5, P (' ). Si trova facilmente 
la lunghezza di quota retta senza tracciare altre linee sulla 
figura ; e riportata a partire da P in P{j x conosceremo T ab- 
battimento del punto considerato. Iu simile modo determi- 
neremo quelli di tutti gli altri punti : e la tangente In., 
neir abbattimento del punto («, n") si otterrà cougiungendo / 
con « 2 . 

js.">. Osskrvazionk. 1/ ellissoide di rivoluzione è una supertì- 
cio del secondo ordine. Riteneu lo per dimostrato die la sezione 
prodotta da un piano in ogni superficie di questa natura è una 
curva del secondo ordine, se ne concluderà che quella testò co- 
struita è una sezione conica. E siccome non può aver rami in- 
tìuiti iu grazia della natura della superficie considerata, così 
non potrà essere che un' ellisse. Si propoue come utile eserci- 
zio pel lettore la determinazione degli assi di quota ellisse. (*) 

Pboblkma li. Costruire la sr^iouc prodotta da un piano in 
una iperboloide dì rivoluzione ad una fald(L 

28tì. È stato dato questo nome alla superlicie generata da 
un retta che ruota attorno ad un' altra fissa senza incontrarla. 
Noi abbiamo già parlato di questa superficie ai NJ 218 e se- 
guenti, e vedemmo coni" essa potea intendersi generata da un' iper- 
bole avente per asse non trasverso quello di rotazione, e pel- 
asse trasverso il doppio della minima distanza fra la retta ge- 
neratrice e l'asso di rotazione. Giova ora stabilire alcune delle 
sue proprietà e principalmente quelle che ci saranno utili per 
risolvere il problema sopra enunciato. 

Sieno (0, O c) Tasse di rotazione (Fig. 153), la circon- 
ferenza 0 A la traccia orizzontale della superficie, e la circon- 
ferenza OF la proiezione orizzontale del circolodi gola. 

Limiteremo la rappresentazione della superficie ai piani di 
queste due circonferenze: ma in tutto ciò che siamo per dire deve 
intendersi' la superfìcie indefinitamente prolungata al disopra 
del circolo di gola. 

(*) Si dicono superfìcie o lince di second' ordine quelle che sono 
rappresentate da un' equazione di secondo jfrado fra le coordinate dei 
loro punti. (Ved. la Parte II del più volte ritato Corso di Matematiche). 
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Consideriamo In gencr: trite nella posizione («e, « e) pa- 
rallela al coordinato verticale, e prolunghiamo a e fino al suo 
nuovo incontro a l con la traccia; se proiettiamo a L in a' l e 
tiriamo a 1 c . la retta (a ì 0, a \e) ruotando attorno all'as- 
se da destra a sinistra genererà la medesima iperboloide che è 
generata dalla prima quando ruota da sinistra a destra, poiché 
a cagione della simmetria della figura è evidente che due punti 
(Pi P )i (Pii V i) Situati alla stessa altezza descrivono lo stesso 
parallelo durante il movimento delle due rette. 

Si vede intanto che stilla iperboloide di rivoluzione sono 
due Macini di generatrici di cui ciascuna trovasi ad una distanza 
dall'asse data dalla retta 0 e, e la cui proiezione orizzontale 
è in conseguenza taugente alla circonferenza 0 F. 

Ver ogni punto (m, m ) della superficie passano sempre 
</»>■ generatrici appartenenti ai due sisUtni. Descrivendo infatti 
il parallelo corrispondente a questo punto trova nsi i due punti 
[ii, n ). (m 1? n \) dei quali 1' uno sta sulla posizione iniziale 
(«e, a' e') della generatrice del primo sistema, e l'altro su 
quella (a l c, a \ e ) della generatrice del secondo. Supponiamo 
ora che il punto («, »') descrivendo il parallelo sia venuto in 
(t», m ) traendo seco la generatrice corrispondente ; è chiaro 
che la proiezione orizzontale di questa sarà s mr, e la prele- 
zione verticale s ni r' \ similmente quando il punto (n 4J 
venisse in ini, in ) la generatrice (a, e, a { e ) preudereblje la 
porzione (s i m r t , s t in r' f ). 

Le due generatrici di cui trattasi sono tangenti di se stesse; 
quindi cs-,e saran contenute nel piano tangente alla superficie 
nel punto (in, in), il (piale avrà per traccie le rette ss 1 ,/r 1 
sul coordinato orizzontale e sul piano del circolo di gola. Que- 
ste traccie sono perpendicolari alla traccia 0 in del piano me- 
ridiano, il che doveva essere (N\ 211). Però il piauo tangente 
in un punto d' una generatrice non lo è in tutti gli altri suoi 
punti, siccome ha luogo per le superficie cilindriche e coniche; 
perchè se facciamo muovere il punto di contatto sulià genera- 
trice (smr, s in r ) cambierà continuamente la projezione del- 
l' altra generatrice (s, w r, . s',w'r',), e la traccia .ss, ruo- 
terà attorno ad s. dinv -h; udo cosi che il piano tangente in 
un punto d' una data generatrice non è lo stesso che negli al- 
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tri suoi punti. Xe sepie che il piano determinato dalle due gene- 
ratrici clic possono condursi per un punto dell" iperboloide di 
rivoluzione è tangente in quel punto, e secante in tutti gli al- 
tri punti delle generatrici medesime. 

Una generatrice del primo sistema è sempre parallela ad 
una generatrice del secondo. Poiché se facciamo ruotare la oriz- 
zontale (Oc, e') di 180° attorno all' asse traendo seco la ge- 
neratrice (eo 1( e' a' ,) è chiaro eh' essa verni a prendere la 
posizione (c l b l . a' e ) nella quale è parallela ad (e a, e' a ). 

Il piano di queste due generatrici ha per traccio a b i ed 
e^sul coordinato orizzontale e sul circolodi gola, e per trac- 
cia verticale la retta a e . Es o sarà tangente alla superficie , 
come lo era quello determinato dalle due generatrici s r, s l r, : 
se non che mentre il punto di contatto per quest' ultimo è (»?, m ) 
per 1' altro si troverà ad una distanza infinita , essendo a tal 
distanza il punto di concorso delle due parallele e a ed c t b ,. 

Vedemmo (X. 210. IV) che il meridiano principale dell' ipcr- 
holoide di rivoluzione resultava ancora dalle intersezioni conse- 
cutive delle proiezioni verticali di tutte le generatrici, cosicché 
ciascuna di queste proiezioni è una tangente al meridiano nel 
punto in cui è dalla consecutiva incontrata. La generatrice 
(f l v v s l v' 1 ), per esempio, incontra il meridiano principale in 
(v v v\) ì quindi la retta s\r\ prolungata sarà tangente in 
(v v v\) al meridiano stesso. Supponiamo ora che questa gene- 
ratrice muovasi sulla superficie per modo che il punto (r v r J 
si avvicini ad (e, e'): il punto di contatto (i\,r\) si allonta- 
nerà continuamente, e si troverà ad una distanza infinita allor- 
ché la generatrice avrà presa la posizione (ea l , e' a' t ). Ne se- 
gue che la retta a ì e' é una tangente al meridiano principale 
avente il punto di contatto all' infinito : essa dunque è un' a- 
sintoto. La projeziono orizzontale di quell* asintoto è la retta 
Oa,; onde caso é parallelo alle due generatrici (e a x , c'a'j), 
(Cj b, e' a j) e trovasi nel medesimo piano con queste. Per le 
stesse ragioni sarà un' asintoto la retta (0 a, e a ). 

Facciasi motare Y asintoto O a e le generatrici parallele 
ca. e ì b l attorno all'asse e nel medesimo verso. Le tre rette 
si manterranno parallele ed in un medesimo piano mobile con 
esse : però, mentre le due ultime generano la superficie, la pri- 
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ma, conservandosi sempre asintoto dell'iperbole meridiana, ge- 
nererà un ooii!> di rivoluzione avente il vertice in {(), e ) cen- 
tro del circolo di gola, dell' iperbole, e della superficie. Si da 
a questo il nome di cono asintoto della iperboloide. 

Il piano (a //j .ne) tangente al punto infinitamente lontano 
in cui le generatrici parallele a e ed e, b l s' incontrano, è evi- 
dentemente tangente al cono asintoto lungo la generatrice 0 ce. 
Possiamo dunque concludere : 

1. ° Che per otf ni iperboloide di rivoluzione esiste un cotto 
asintoto pure, di rivoluzione. 

2. " Che le generatrici di questo remo sono n spetti ramenic 
parafiate aUe generatrici della superficie nei due sistemi. 

3. " Che i piani tangenti al cono asintoto contengono le 
generatrici dell' iperboloide parallele alla generatrice, di contatto 
del cono, ed hanno il punto di contatto in quello infinitamente 
lontano in cui quelle generatrici s' incontrano. 

287. Ciò posto, occupiamoci ilei problema proposto. Sia 
(0, 2 0') Tasse della iperboloide (Fig. 156), di cui la traccia 
orizzontale e il circolo di gola sono la circonferenza O A e la 
circonferenza 0 a verticalmente projettaia in « b . Conducasi 
mn parallela alla linea di terra e prendasi per proiezione oriz- 
zontale della generatrice nella sua posizione iniziale; se ne tro- 
verà la proiezione verticale ni ' u , e si costruirà la proiezione 
verticale A' a! a', B j8 h' del contorno apparente della super- 
ficie, siccome rilevasi dal N. 2*0. La traccia orizzontale del 
piano secante sia Rs ed s' 0' quella sul meridiano principale 
A fi: se ne concluderà che 1* asse è incontrato dal piano stesso 
nel punto (O.O ), e che i punti a e v' comuni ad S 0' e al 
contorno apparente fanno parte della sezione. La proiezione ver- 
ticale della sezione resulterà tangente in quei punti ai rami 
iperbolici A « a , lì [l> b , e la projezione orizzontale passe- 
rà per u e v. 

I punti in cui la tangente è orizzontale si troveranno sul 
meridiano 0 P perpendicolare al piano secante , e per conse- 
guenza sulla loro intersezione (PO, P 0 ). Onde se conducia- 
mo il meridiano 0 P su quello principale , con che la retta 
(PO, P 1 0 ) verrà in 0, p 0') e la curva meridiana sul con- 
torno apparente, i punti et' e ft' comuni a queste due lineo 
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saranno gli abbattimenti di quelli cercati, dei quali la vi ra po- 
siziono sarà perciò (</, d ) ed (e, e ). Le parallelo ad It s con- 
dotte per d ed c, e le parallelo ad L T su cui si trovano (/ 
ed e' sono respettivaraente tangenti alle proiezioni della sezione, 
e. ne rappresentano ad un tempo le tangenti nell > spazio. 

Prendasi ora un punto qualunque Ir. r ) della rotta (// r, de) 
corda della sezione, e per esso conducisi un piano orizzontale. 
La superficie sarà da questo intersecata secondo un parallelo u- 
veute per raggio la retta Oh per cui disti dall' as.se il punto 
ih, h ) comune al piano ausiliario e alla posizione iniziale della 
generatrice; il piano secante sarà intersecato seguendo una retta 
parallela ad li s condotta per (r, r ) : quindi i inulti (/, i') ed 
(/, l) apparterranno alla sezione domandata, 

Operando similmente con altri piani ausiliarii t roveremo per 
projezioni della sezione le due linee c n l d i r, c u /' d i v\ le 
quali sono due curve chiuse, perchè dalla posizione trovata per 
i punti più alto e più basso, rilevasi che il piano interseca in- 
teramente la parte della superficie interiore al circolo di gola. 
La superficie è del 2° ordine, e siccome è noto che un piano 
qualunque dee in essa produrre una sezione conica, se ne con- 
cluderà che quella cercata è una ellisse. IV altronde non è cosa 
molto difficile trovarne 1* equazione, cercando per cs.° la rela- 
zione fra le coordinate 0 r ed / r del punto /. il quale è de- 
tcrminato dall' intersezione d' una circonferenza con una retta. 
Basterebbe osservare che la distanza di tale retta dal punto 0 
è proporzionale alla distanza del piano l i dal punto 0', e che 
il quadrato del raggio delia circonferenza può essere espresso 
in funzione delle costanti del problema e della distanza dello 
slesso piano dal punto »'. 

Proponiamoci di costruire la taugente in un punto qua- 
lunque (i, t ). Abbiamo veduto (N.° 280) che per ogni punto 
dell' iperboloide passano due generatrici di due sistemi, di cui 
le projezioni orizzontali sono tangenti alla projezioue orizzontale 
del circolo di gola, e che il piano da esse detcrminato è tan- 
gente alla superficie nel punto di loro concorso. Xoi tireremo 
dunque peri due rette tangenti alla ciré, inferenza () a; le traccio 
delle generatrici da queste rappresentate saranno i punti in cui 
tagliano la circonferenza 0 B \ la linea retta che li congiungo 
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determina sopra li s il punto / traccia orizzontale della tan- 
gente cercata. Le projezioni dunque di questa linea saranno / i, t i . 

Trascuriamo di costruire la sezione in vera grandezza per 
non ripetere ciò che nei problemi precedenti abbialo fatto in 
modi differenti. Il lettore presceglierà fra e>si quello clic meglio 
si adatti alla chiarezza della figura e all' estensione del foglio. 

288. Osservazioni, i. La retta (d c, d e ) è uno degli assi 
della curva nello spazio, poiché resulta evidentemente perpeu- 
dicclare alle corde {lì, l i ) che divide in due parti eguali. 
La d fi è pure asse della prelezione orizzontale, e la de' un 
diametro della projezione verticale relativo alle corde l i pa- 
rallele alla linea di terra. Se prendesi il putito di mezzo (o, o ) 
dell'asse considerato, e tirato per esso un piano ausiliario oriz- 
zontale, costruisconsi le sue intersezioni colla superficie e col 
piano secante si determinano i punti {/', /") e (7, tj ) estre- 
mità del secondo asse della se/i. ine ; la retta / y sarà pure il 
secondo asse della projezione orizzontale ed / y il diametro 
coniugato con d' e della projezione verticale. Le tangenti in f 
e tj saranno parallele a d c; le tangenti in /' e 7 saranno pa- 
rallele a d e'. 

II. La sezione fatta da un piano nell' iperboloide di ri- 
voluzione ad una falda non è -empie un* elli-se, ma può essere 
un' iperbole od anche una parabola. Il cono asintoto (->'. -86) 
di cui le generatrici sono parallele a quelle della superitene, fa 
sempre conoscere a quale di questi tre generi apparterrà la se- 
zione che si cen a. 

Immaginiamo infatti condotto pel suo vertice (0, n ) un 
piano parallelo a quello secante e costruitala sua traccia oriz- 
zontale: questa o non taglierà la traccia del cono asintoto, clic 
è la circonferenza 0 C. o la taglierà in due punti, o le resul- 
terà tangente. Nel primo caso, che è quello verificatosi nella 
Fig. 1 5(» , tutte lo generatrici delia superheie saranno tagliate 
dal piano secante; la sezione sarà una curva chiusa e necessa- 
riamente del genere (Ulisse. 

Se la traccia del cono n>iutoto sarà tagliata iu due punti 
vi saranno sulla superficie due generatrici dello stesso sistema 
parallele al piano secante . o incontrate da questo ad una di- 
stanza infinita; la sezione avrà perciò due punti all' infinito, 
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sarà del genero iperbato, e i suoi asintoti saranno paralleli a 
quelle generatrici. 

Se la traccia del piano parallelo a quello secante condotto 
pel vertice del cono asintoto resulta tangente alla traccia di 
questo, una sola generatrice della superficie resulterà parallela 
al piano secante ; la se/ione avrà un punto all' infinito e sarà 
del genere parabola. 

In ciascuno di questi tre casi il piano secante produce Del- 
l' Iperboloide una sezione del genere stesso che produrrebbe sul 
suo cono asintoto. 

2*1». K.SEBC1ZH. 1.° Costruirò la seziono prodotta in un ellissoide 
di rivoluzione ad asse verticale da un piano perpendicolare al coor- 
dinato verticale. 

2.° Trovare i punti d' incontro d' una retta con un' ellissoide. 
2.° Costruire la seziono prodotta nella superficie del toro ad 
asse verticale 

a) da un piano perpendicolare ad uno dei coordinali 
6) dal piano tangente in un punto qualsivoglia della sua 
concavità (N.° 241. II). 

c) da un piano comunque inclinato sui coordinati. 

4. ° Trovare i punti d' incontro d' una retta colla superficie 
del toro. 

5. " Costruire la sezione iperbolica e parabolica nell' iperbo- 
loide di rivoluzione ad una falda, prodotta da un piano perpendi- 
colare al coordinato verticale. 

f>.° Trovare i punti d' incontro d* una retta colla iperboloide 
di rivoluzione ad una falda. 

7. ° Costruire la sezione prodotta da un piano nell'iperbo- 
loide di rivoluzione a due falde di cui 1' asso di rotazione, coinci- 
dente con 1' asse trasverso dell' iperbole generatrice, è verticale. 

8. ° Costruire la sezione prodotta da un piano nella parabo- 
loide di rivoluzione, di cui l' asse di rotazione coincidente con 1' asse 
della parabola generatrice, è verticale. 

9. ° Trovare i punti d' incontro d' una retta colla iperboloide 
di rivoluzione a due falde, o con la paraboloide. 

10.° Costruire la sezione prodotta da un piano qualunque 
nella sfera. 

11. 0 Trovare i ponti d'incontro d'una retta con una sfera. 
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CAPITOLO X. 

Intersezione di cine superfìcie curve. 



290. Esamineremo in questo Capitolo le sole superfìcie cilin- 
driche c ìniche e di rivoluzione. Le curve resultanti dalla reci- 
proca intersezione di due di queste su per liei e non possono in 
generale essere piane partecipando della curvatura dell' una e 
dell'altra superficie che si considera, i.t natura loro sarà per- 
ciò quasi sempre ignota, e ci troveremo nella necessità di co- 
struire il maggior numero di punti possibili per conoscerne l' an- 
damento. Ma in que>ta ricrea 'iremo potentemente aiutati 
dalle tangenti che dovremo costruire in tutti quei punti in cui 
avesse luogo incertezza, e che potremo ottenere col metodo in- 
dicato al N.° 250. III. persistendo sempre la proprietà relativa al 
piano tangente dimostrata al X " 200 anco nel caso in cui il 
punto di contatto appartenga ad una curva storta. 

La intersezione di due superficie curve è. come in quella 
di due poliedri, composta talvolta, d' un solo ramo, e tal' altra 
di due rami distinti, e questi rami possono essere curve chiuse, 
ed anche infinite secondo la natura delle superfìcie intersecan- 
tisi. Si ha penetrazione parziale nel j>rimo caso ; penetrazione 
folate nel secondo, e si conserva il nome di tinca d'entrata a 
quel ramo seguendo il quale una delle superficie penetra uel- 
T altra, e di linea (V uscita al ramo successivo pel quale esce 
fuora la medesima superficie. 

Quando trattisi di superficie capaci d' essere spiegate in un 
piano come le cilindriche e le coniche, sarà sempre utile fare 
di esse lo sviluppo e costruire la trasformata della penetra- 
zione. Con tal mezzo è possibile ottenere il rilievo del sistema 
dei due corpi, analogamente operando come pei poliedri. 

Problema I. Costruire le projezioni delia intersezione di due su- 
perficie cilindriche e quelle della tangente in un punto qua- 
lunque di essa ; descrivere la trasformata dell' intersezione 
Stillo snluppo di ciascuna superfìcie. 



Intersezione di due suterficie cukve. 2'J.i 
291. I'kojezioni dilla intersezione. Sieno i cilindri dati quelli 
rappresentati nella Fig. 157. Sceglieremo un sistema di piani 
ausiliarii paralleli alle generatrici dell' uno e dell 1 altro cilin- 
dro; cosi le sezioni prodotte d i ciascuno nelle due superficie 
saranno le respettive generatrici rettilinee, e in conseguenza le 
più semplici possibili. 

A tale oggetto da un punto qualunque («, a'), che può 
e-scre preso anche sopra la generatrice di uno dei cilindri, si 
conducano due rette parallele alle loro generatrici. Si deter- 
minino lo treccie orizzontali h e c di (piote rette; la retta 
TebS sarà la direzione che devono avere le traccio orizzon- 
tali di tutti i piani secanti ausiliarii, come potrà essere anche 
quella di uno di questi piani, lo che ha luogo per la nostra 
figura. 

I punti .S' e 1 .«?. come i punti t e c in cui la retta 5 7 ta- 
glia le traccio dei due cilindri sono evidentemente i piedi delle 
generatrici secondo le quali i due cilindri sono tagliati dal pia- 
no S T\ tirate le projezioni orizzontali di queste generatrici. si 
vedrà che esse s 1 incontrano in quattro puuti «, /S, ù pro- 
iezioni orizzontali di altrettanti punti della sezione cercata. 

Per un secondo piano la cui traccia orizzontale sia paral- 
lela ad.STc tagli le traccio delle due superficie potremo avere 
altri quattro punti della curva in quistione, e per un terzo al- 
tri quattro e così di seguito. Le projezioni verticali di questi 
punti si troveranno nelle intersezioni delle proiezioni verticali 
delle rispettive generatrici, e se il disegno è esatto dovrà cia- 
scuna di queste projezioni essere sulla medesima perpendicolare 
alla linea di terra colla corrispondente proiezione orizzontale. 

Non tutti i piani, le cui traccio orizzontali sono parallele 
ad ST somministreranno punti della linea che si cerca; perchè 
ciò avvenga è Doccssario che esse incontrino le traccio dei due 
cilindri. Se conduciamo a ciascuna di queste le tangenti paral- 
lele ad S T, quelle sole che resulteranno secanti alla traccia 
dell' altro cilindro somministreranno punti della linea cercata. 
Nella Fig. 107 si vede che tutti i piani secanti devono avere 
le loro traccio orizzontali comprese fra le due parallele T 3 
ed ,S* T s : i piani che hanno per traccio queste rette dieonsi 
piani lihtili. 
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I punti situati sopra i piani limiti, come su quelli che de- 
terminano il contorno apparente delle due superficie devono es- 
sere costruiti per i primi, poiché le generatrici corrispondenti 
0 le loro projczioui resultano tangenti alla curva nello spazio 

0 alle sue projezioni. Consideriamo per esempio il piano limite 
*S' 2 T 2 : è questo tangente al primo cilindro lungo la generatrice 
orizzontalmente projettata in de, e sega V altro cilindro se- 
condo le due generatrici proiettate in s 2 f, S 3 g \ talmente che 

1 punti £ , p appartengono alla linea cercata. Ora le rette 
$ È f, 8 9 g devono essere tangenti nei punti p ed £ alla proiezione 
orizzontale della curva, poiché le generatrici da esse rappresen- 
tate sono evidentemente le intersezioni del piano ò' 2 1\ tangente 
al primo cilindro coi piani tangenti al secondo cilindro condotti 
per i puuti jsedi. Queste generatrici resultano dunque tangenti 
alla curva nello spazio, e perciò anche le loro projezioni verti- 
cilli devono resultare tangenti alla proiezione verticale della 
curva medesima. Lo stesso ha luogo per le generatrici secondo 
le (piali il primo cilindro è intersecato dal piano limite S 3 T 3 
tangente al secondo. 

Per avere i punti proiettati sul contorno apparente oriz- 
zontale dei due cilindri, per esempio sulla retta Vv, si con- 
durrà perii punto 7 una retta parallela ad.S' T, e questa sarà 
traccia orizzontale d* un piano ausiliario che segherà il primo 
cilindro secondo le due generatrici projettate in i m ed o»; 
talché i punti t apparterranno alla curva domandata. La retta 
Vv resulterà tangente in questi punti alla proiezione orizzon- 
tale della curva medesima, non perchè la generatrice projettata 
in V v sia tangente ad essa, ma perchè il piano tangente al 
cilindro corrispondente condotto per i punti : è verticale, 
e sulla sua traccia Vv si projettano tutte le linee ch'esso con- 
tiene , e perciò anche la tangente in quei punti alla curva : 
quindi la proiezione verticale della generatrice projettata oriz- 
zontalmente in Vv non sarà tangente alla projezioue verticale 
della curva medesima. 

Lo stesso è da ripetersi per i punti clic si trovano sugli al- 
tri piani secanti , le cui traccio orizzontali passeranno per i 
piedi delle generatrici che determinano il contorno apparente 
dei due ciliudri sul coordinato orizzontale. Il fallo analogo av- 
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vorrà per le projezioni verticali delle generatrici che determi- 
nano il contomo apparente sul coordinato verticale. 

Gioverà cominciare il disegno dalla ricerca di tutti questi 
punti notabili della intersezione; in seguito si condurranno al- 
tri piani ausiliarj per trovare punti intermedj se occorreranno. 

292. Projezioni della tangente. La tangente in un punto 
qualunque flS , /3") della curva si otterrà col metodo generale 
esposto al N. 256. III. Condurremo per il punto considerato un 
piano taugcuto a ciascuno dei cilindri, e le loro traccio orizzontali 
dovranno esser tangenti in 8 e in / a quelle dei cilindri medesimi : 
se queste due tangenti »S' Z, t Z s' incontreranno entro i limiti 
del foglio, la retta congiungente il loro punto d' incontro con fi 
sarà projezione orizzontale della tangente cercata ; se (mesto punto 
d'incontro non può trovarsi si osserverà che ciascuno dei piani 
tangenti deve tagliare uno qualunque dei piani ausiliarj secondo 
una retta parallela alle generatrici del rispettivo cilindro ; e 
perciò se dai punti A, B in cui le rette ZS, Zt incontrano 
la traccia orizzontale d' uno di questi piani secanti, per esempio 
del piano .S' 2' 2 , si conducono AC parallela alla generatrici del 
primo cilindro, BC parallela a quelle del secondo, il punto C 
in cui le rammentate rette s' incontrano apparterrà alla tan- 
gente richiesti, e per conseguenza dovrà trovarsi sul prolunga- 
mento di Zfi. La respettiva projezione verticale si troverà co- 
struendo la projezione verticale Z del punto Z. o quella C 
del punto projettato in C, e unendo uno di questi due punti 
colla projezione verticale del punto di contatto. 

293. Trasformata della intersezione sullo sviluppo dei ci- 
lindri. Costruiremo lo sviluppo dei cilindri facendo prima una 
projezione ausiliaria di ciascuno sopra un piano verticale paral- 
lelo alle sue generatrici, nel modo già praticato al N. 268 ; 
dipoi se ne troverà la sezione retta in vera grandezza omet- 
tendo di cercarne le projezioni , e costruita in seguito la proje- 
zione ausiliaria della intersezione, se ne troverà facilmente la 
trasformata sui due sviluppi. 

294. Osservazioni. I. A riconoscere i punti visibili e invisi- 
bili della intersezione servono le generatrici. K agevole cosa com- 
prendere che un punto sarà visibile rispetto ad uno dei piani 
coordinati se detcrminato da due generatrici viàbili rispetto al 
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moderino piano; mentre sarà invisibile se è rincontro di due 
generatrici invisibili, o di una generatrice visibile con una che 
sia invisibile. I limiti poi delle due parti, visibile e invisibile, 
saranno determinati dai punti che si trovano sui contorni ap- 
parenti dei cilindri. Infine dovrà aversi cura di fare il traccia- 
melo delle generatrici per guisa che apparisca la posizione di 
ciascuna rispetto al cilindro a cui non appartiene. 

II. I piani limiti offrono il modo di riconoscere « priori 
se fra le due superficie ha luogo penetrazione totale o parziale 
(X. 290). Quando le traccie loro sono alternativamente tangenti al- 
la traccia d' nn cilindro e secanti quella dell' altro, (Fig. 157), 
è evidente che sopra ciascun cilindro si trovano delle genera- 
trici che non possono essere intersecate dalla superficie dell' al- 
tro, e si ha penetrazione parziale. Mentre che se le traccie dei 
due piani limiti resultano tangenti alla traccia d' un cilindro 
e secanti quella dell' altro, tutte le generatrici del primo sa- 
ranno necessariamente intersecate dalla superficie del secon- 
do, e la penetrazione sarà totale componendosi di due curve 
distinte. 

Tuttavia non sempre la penetrazione totale componesi di 
due curve separate fra loro. Suppongasi per esempio , che i 
due ciliudri abbiano un piano tangente a comune ; questo sarà 
uno dei piani limiti, e le generatrici del cilindro alla cui trac- 
cia resulterà tangente 1' altro piano limite saranno intersecate 
tutte dalla superficie dell'altro cilindro. La penetrazione sarà 
totale, ma la intersezione resulterà formata d' una curva sola che 
presenta un punto doppio (N. 180) là dove s' intersecano le duo 
generatrici di contatto determinate dal piano tangente comune. 
Questo caso può considerarsi come intermediario fra le due 
specie di penetrazione considerate. 

III. È quasi sempre possibile di evitare la più gran parte 
delle costruzioni precedenti se la scelta dei piani coordinati è 
arbitraria. Supponiamo, per esempio di poter prendere il coordi- 
nato orizzontale perpendicolare alle generatrici di uno dei cilin- 
dri, e il verticale parallelo alle generatrici di ambedue; al- 
lora ocmi piano secante ausiliario riescirà parallelo al coordinato 
verticale ; taglierà il primo cilindro secondo due rette verticali 
e T al»ro grondo due rette parallele a quest'ultimo piano, 
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e le intersezioni di queste quattro lince determineranno come 
precedentemente quattro punti della intersezione domandata. 

Con la enunciata disposizione si ha il vantaggio di costruire 
la sola proiezione verticale della curva, di avere nella traccia 
del primo cilindro la sua sezione retta, e di conoscere imme- 
diatamente le lunghezze delle generatrici comprese fra la in- 
tersezione e la sezione retta di ogni cilindro, lo che rende della 
massima semplicità la costruzione delle trasformate. 

IV. Se le generatrici de' due cilindri fossero parallele fra 
loro e le loro traccio avessero uno o più punti a comune, i due 
cilindri si tnglierebhero, ma la intersezione sarebbe sempre com- 
posta di una o più linee rette. Di questa osservazione può 
trarsi profitto nel caso in cui abbiasi a trovare i punti d' in- 
contro d' una corra con la superficie <T un cilindro dato. 

V. Eccettuato il caso precedente la intersezione di due 
cilindri è in generale una curva storta o a doppia curvatura, 
e solo in qualche caso particolare può resultare piana. Così i 
due cilindri A e B (Tig. 158), aventi per direttrici le ellissi 
a e a, a' c' a' con gli assi oc ed o' e eguali s'intersecano se- 
guendo due metà d'ellissi a" c' . Ma se quei due assi fossero 
diseguali là intersezione sarebbe storta. Anco le modanature ar- 
chittoniche offrono frequenti esempi di superficie cilindriche di 
cui le intersezioni sono linee piane. 

Problema II. Costruire le projezioni della intersezione di dm 
supei-ficie coniche qualunque, e quelle della tangente in uno 
dei suoi punti ; descri\>crc la trasformata dell' intersezione 
sullo sviluppo dei due coni. 

295. Proiezioni della intersezione. Sieno (A, A') e (B, B') 
i coni dati (Fig. 159); (s, s') il vertice del primo, (7, t ) quello 
del secondo. Conduciamo per i vertici la retta (st, s' t), e per 
la sua traccia orizzontale la VP che tagli le traccie de' due 
coni. Nói possiamo considerare questa retta come traccia oriz- 
zontale d' un piano secante le due superficie date e condotto 
per la (st, s' t')\ in tal caso le sezioni prodotte saranno nel 
cono 04, A') le generatrici (ps, p' s'), (rs, r' s'); e nel cono 
(B, li ) le generatrici (Pt : P't ), (Rt, R't): i punti 
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(p,o ), {p l , p J (n , 7: ) in cui queste rotte si tagliano appar- 
terranno alla curva richiesta. Abbiamo trascurato il punto d' in- 
contro della generatrice (p ò\ p ' S ) coli' altra (Ut, R i ) pci- 
chè avrebbe luogo sulla falda supcriore di ambedue i coni, della 
quale intendiamo di non tenere conto noli' attuale disegno. Si 
ripeta la inedesima costruzione con altri piani ausiliarj secanti 
condotti per la retta (st, s t ), ed avremo quanti punti oc- 
corrono per tracciare le proiezioni della intersezione. 

Anche qui. come nella iutersezione di due cilindri, non tutte 
lo rette condotte per V e secanti la traccia d' un cono riesci- 
ranno a secare o almeno toccare la traccia dell'altro; e perciò 
dovremo dapprima tirare per V le tangenti all' una e ali 1 al- 
tra traccia e lo spazio entro il quale si hanno a trovare le 
traccio dei piani utili alla quistione sarà determinato dall' an- 
golo fatto da quelle di queste rette, che sono al tempo stesso 
tangenti ad una delle traccio e secanti 1' altra. 

Così possono darsi anche per la intersezione di due coni • 
tra casi distinti, cioè: può avvenire che i due coni si penetrino 
totalmente, lo che avrà luogo se i piani limiti sono ambedue 
tangenti ad un cono e secanti l'altro; che si penetrino parzial- 
mente, o questo allorché i piani limiti sono reciprocamente tan- 
genti e secanti ai duo coni ; infine che uno dei piani limiti 
sia tangente ad ambedue i coni. Il primo caso è quello che si 
verifica nella Fig. 1Ó9. 

Per le stesse ragioni addotte nel problema precedente (N. 391) 
le generatrici secondo le quali un cono è tagliato da un piano 
limite che è tangente air altro, resultano tangenti alla curva 
d' iutersezioue. Così le retto su, se, sf prelezioni orizzontali 
delle sezioni fatte nel cono /] dai piani limiti Vd, Ve sono 
tangenti nei punti d x , e l , c l alla projezione orizzontale del- 
l' uno e dell' altro ramo della intersezione. Le loro projezioni 
verticali resultano tangenti ai medesimi rami nelle projezioui 
verticali degli stessi punti. 

Quando il contorno apparente delle due superficie coniche 
sul coordinato orizzontale non fosse interamente determinato 
dalle loro traccio, come lo è nel nostro caso, i piani ausiliarj 
secanti condotti per i piedi delle generatrici che servono a de- 
terminarlo somministrerebbero i punti della projezione orizzon- 
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tale della curva in cui le proiezioni orizzontali di queste 
generatrici sono tangenti ; e quelli condotti per i piedi delle 
generatrici che determinano il contorno apparente verticale som- 
ministrerebbero i punti in cui le projezioni verticali di queste 
medesime rette sono tangenti alla projezione verticale della 
curva medesima, come si vede anche nella' nostra figura. 

11 punto più alto e il punto più basso della curva, essendo 
quelli in cui la tangente è orizzontale, dovranno trovarsi sopra 
due piani dei quali uno sia tangente al cono A , 1' altro al co- 
no B, ed ambedue abbiano le traccio orizzontali parallele. Que- 
sta condizione ne, include un' altra uell 1 attuale quistione, ed è 
che i due punti di contatto dello traccio di questi piani colle 
traccie dei coni sieno in linea retta col punto V: senza di che 
le generatrici di contatto non potrebbero avere alcun punto -h 
comune. Si vede perciò che raro sarà il caso in cui quest' ul- 
tima condizione potrà sodisfarsi salvo che per tentativi, lo che 
non può condurre che ad una soluzione approssimata attendi- 
bile però sempre nella pratica. 

'296. Feojezioni della tangente. La tangente in un punto 
qualunque (rc, 7t') della intersezione si costruirà nei modi so- 
liti, couducendo cioè per questo punto un piano tangente a 
ciaschedun cono. Le traccie di questi piani saranno Pj>, pft; 
e il loro punto comune p unito col punto ir somministrerà la 
projezione orizzontale della tangente cercata. Troveremo la pro- 
jezione verticale progettando il punto in V sulla linea di 
terra, e congiungendo quest' ultimo colla projezione verticale rJ 
del punto considerato. 

297. Sviluppo dei coni e trasformata della intersezione. In- 
torno allo sviluppo dei coni e alla trasformata della intercezione 
non havvi nulla da aggiungere ai due metodi indicati al N. 273: 
ci basta averli richiamati perchè sappiasi come deve operarsi 
all' occorrenza. 

298. Osservazioni. I punti determinati sui contorni apparenti 
servono a distinguere la parte visibile della curva dalla invisi- 
bile rispetto a ciascun piano coordinato. Dei resto a quale di 
queste due parti appartengano i diversi suoi punti viene egual- 
mente e con più sicurezza dimostrato dalle generatrici sopra 
le quali iii trovano. Per ciò han luogo le stc^-e cou iderazioni 
fatte per i cilindri (N, 291. 1). * * 
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II. Se la traccia di un cono è interamente situata en- 
tro la traccia dell' altro , non può aver luogo che la penetra- 
zione totale, la quale però consta di un solo ramo quando non 
:->i considerino ambedue le falde dei coni. La determinazione di 
questo ramo, come della tangente in uno qualunque dei suoi 
punti non offre particolarità veruna; e le stesse costruzioni in- 
dicate nel caso generale da noi considerato sono pur necessarie 
in questo. Solo è da avvertirsi di non confondere i punti co- 
muni ad ambedue i coni che si possono trovare sulla falda 
superiore con quelli che si trovano sull' altra falda. l'or non 
rimanere ingannati basta osservare che tutti j punti della fal- 
da inferiore devono trovarsi sopra le parti delle proiezioni delle 
generatrici che sono limitate dalla traccia del cono e dalla pro- 
iezione del rispettivo vertice. 

Nel caso in cui fosse fatta astrazione dalle falde superiori 
dei coni, e le projezioni orizzontali dei vertici fossero situati 
entro le loro traccio respettive, siccome ha luogo nella Fig. 150, 
il ramo di penetrazione sarebbe tutto visibile rispetto al coor- 
dinato orizzontale. 

III. Nulla è da aggiungere alle considerazioni e costru- 
zioni fatte nel caso in cui avesse luogo la penetrazione parziale 
delle due superficie. Tuttavia noteremo sì per questo come 
per T altro caso che quando il contorno apparente sul coordi- 
nato orizzontale si riduce alle traccio stesse dei coni, e queste 
traccio s' intersecano, la curva offre una singolarità nei punti 
che sono comuni a queste traccio. In tali punti la projezione 
orizzontale incontra bruscamente i contorni medesimi invece di 
resultare ad essi tangente, perchè la intersezione dei piani tan- 
genti ai coni in quei punti non può esser tangente alle loro 
traccio. Avverrebbe lo stesso per i contorni apparenti sulcoor* 
dinato verticale, se questo fosse" parallelo alla retta che con- 
giuuge i vertici dei coni. 

Proulema III. Costruire la li nini tV intersezione (V una superfi- 
cie cilindrica con una superficie conica, la tangente in uno 
dei suoi punii, lo sviluppo ec. 
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y.ìone impiegando piani ausiliari che passino pel vertice del cono 
e sieno paralleli alle generatrici del cilindro. A tale oggetto pi 
condurrà per il vertice del cono una retta parallela alle gene- 
ratrici del cilindro, e tutti i piani condotti per questa retta 
sodisfaranno alla condizione suespressa. Qui hanno luogo le con- 
siderazioni fatte sulla intersezione di due cilindri, e di due co- 
ni, relative alla natura della intersezione e ai punti notabili 
di essa. 

Anche la tangente si costruirà facilmente mediante i piani 
tangenti a ciascuna superficie condotti per il punto assegnato. 
• Coinè costruiscasi lo sviluppo di un cilindro, come quello 
di un fono è noto ; ed è pur noto il modo di determinare sullo 
sviluppi) la posizione di un punto eli cui sono date le proiezioni. 
Il caso attuale non offrendo particolarità veruna per simile co- 
struzione, i metodi già dimostrati saranno sufficienti. 

Tutti i casi part icolari che può offrire questo problema di- 
pendenti dalla forma e dalla posizione delle due superficie ren- 
dono più o meno semplici le costruzioni necessarie alla sua so- 
luzione, ma non presentano difficoltà meritevoli di esser notate. 

• 

IW.lkma IV. Date le proiezioni di una superfìcie conica e 
quelle di una sfera, o di una callotta sferica avente il cen- 
tro nel vertice del cono, costruire le projezioni della loro 
intersezione; quelle della tangente in un punto qualunque 
di essa; lo sviluppo della superfìcie conica e la trasformata 
della sua base. 

300. Projezioni della intersezione. Sia (A, A ) il vertice 
(Fig. 1 60), e B C D E la traccia orizzontale del cono. Consi- 
deriamo della superficie conica la sola nappa inferiore e della 
sferica la callotta di cui la proiezione orizzontale è il circolo 
A u e la projezioue verticale il segmento circolare u g \ g ni. 

Conducasi per il vertice del cono un piano qualunque ver- 
ticale AC: questo taglierà il cono secondo la generatrice pro- 
jettata orizzontalmente in A C, e la sfera secondo un circolo 
grande. Se facendo ruotare questo piano attorno alla verticale 
del punto (A, A ) si abbatte sul piano ti m parallelo al coor- 
dinato verticale, la generatrice e il circolo grande teste ram- 
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meritato si precetteranno verticalmente in f a' ed n g ' t g ' m ; 
ed il punto g' in cui s' incontrano apparterrà alle superficie 
medesime. Torni il piano verticale secante alla sua posizione ; 
questo punto descrivendo un parallelo della sfera avrà la sua 
proiezione verticale sopra g i parallela alla linea di terra, e 
quella orizzontale su qualche punto dell' arco A g, e precisa- 
niente in i ove questo arco incontra la projezione orizzontale 
AC della generatrice. Conducendo da * la perpendicolare ti' 
alla linea di terra fino all' incontro con g' i, sarà i la proie- 
zione verticale del medesimo punto. 

La circonferenza A C incontra la traccia orizzontale del 
cono in alt ro punto E; tirando E A, trovasi la projezione o- 
rizzontale /* d' un secondo punto dell' intersezione là dove il pa- 
rallelo Ag incontra la retta A E: la projezione verticale li 
dello stesso punto apparterrà al prolungamento della retta g'i'. 

Con questo stesso metodo troveremo facilmente i punti 
(N, u ), (A", k ) iu cui il contorno .apparente verticale del cono 
e la proje/.ionc verticale della sezione si toccano, e quelli (t, < ), 
(o, o ) nei filiali quest* ultima « toccata dal contorno apparente 
verticale della sfera. Questi punti serviranno a determinare sul 
coordinato verticale la parte visibile della curva, la quale è su 
quello orizzontale interamente visibile nel caso da noi con- 
templato. 

301. Proiezioni della tangente. Ver trovare la tangente nel 
punto qualunque (/, i ) costruiremo la traccia orizzontale Vx 
del piano tangente alla sfera, e l'altra Cx del piano tangente 
al cono nel punto considerato. Uniremo con t il punto x comune 
a queste due traccie, e la projezione orizzontale della tangente 
richiesta sarà trovata. La projezione verticale si otterrà proget- 
tando x in x 1 sulla linea di terra, e congiungendo x con la 
projezione, verticillo i del punto di contatto. 

302. Sviluppo della superficie conica e trasformata della 
sua traccia. Lo sviluppo della superficie conica in questo caso 
può ottenersi senza applicare il metodo generale esposto al 
N. 273. È infatti evidente che tutti i punti della sfera es- 
sendo egualmente distanti dal vertice del cono, la linea d' in- 
tersezione trovata dovrà trasformarsi sullo sviluppo secondo 
un' arco di circolo, la cui lunghezza assoluta sarà eguale a 
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quella della intersezione medesima, e che avrà per centro il 
vertice del cono e per raggio quello della sfera. Per conoscere 
la lunghezza assoluta della intersezione, o meglio quella degli 
ardii di essa compresi fra due generatrici del cono, riflettasi 
che questa curva, partecipando della curvatura delle due su- 
perficie su cui si trova, non sarà in generale una curva piana, 
e perciò dovremo cercarne prima la trasformata in un piano. 

À tal 1 uopo noi considereremo la curva come situata sulla 
superfìcie cilindrica verticale avente per sezione retta e nei 
tempo stesso per traccia orizzontale la proiezione oh Nti K. 
Così svilupperemo questo cilindro riportando sopra una linea 
retta T T (Fig. 161) le lunghezze assolute degli archi ti, ik, 
kh, hN, Nt.... della Fig. 100 successi varaente da T in /', 
dai' in K\ da K in 11 , da 11 in N ', e da N in T". Di poi 
sulle verticali di tutti i punti di divisione 7", 1 , À' , .... 
prenderemo le lunghezze T t\ I i , K le .... respetti vameute 
eguali alle rette projettanti i punti (/, t ), (t, » ) , (K , k ) . . . . 
suL coordinato orizzontale, e la linea* i' h k ri t" che riunisce 
tutte le estremità di quelle verticali sarà la trasformata della 
intersezione sullo sviluppo del cilindro considerato. 

Otterremo la tangente in un punto qualunque » di questa 
trasformata riportando ix da I in X', e tirando X'i'. 

Intanto gli archi della trasformata compresi fra i punti 

t', f, k soiflministrano la vera lunghezza di quelli della 

intersezione compresi fra i punti corrispondenti (t , t), (», i) 
(k, k).... della Fig. 160 : talché se riportiamo (Fig. 162) sopra 
una circonferenza di raggio A' t 3 eguale ad A ri (Fig. 160), 
le lunghezze assolute di quegli archi da t 3 in * 2 , da» a in k 3 .... 
le rette A' t 2 , A ' » 2 , A' k a , A h 2ì A' n 9 , A' t 2 saranno le 
posizioni prese dalle diverse generatrici del cono nel suo sviluppo. 

Per descrivere la trasformata della traccia orizzontale del cono 
non resta ora da fare altro che riportare su quelle rette la lunghez- 
za effetti va delle generatrici corrispondenti Così A ' $' (Fig. 160) 
essendo la lunghezza di quella che passa per il punto (t, i ) corri- 
spondente a t 3 (Fig. 162), noi prenderemo A' S' —A' S" =A' s\ 
ed avremo i punti estremi di questa trasformata. Parimente la 
lunghezza della generatrice corrispondente al punto i s essendo 
A' f (Fig. 160), si riporterà da A' in C (Fig. 161), c così 
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«li sonito ; la linea S C D E B 8" sai* la trasformata 

richiesta. 

Otterremo la tangente in un punto qualunque C di que- 
sta trasformata cercando il punto corrispondente sul cono dato. 
La generatrice A' C taglia in ? 2 1' arco i 2 /.„ . . .; se riportiamo 
il punto i a in i' sulla curva f i'h'n't ' (Fig. 1G1) e colla per- 
pendicolare a T T troviamo potremo determinare sulla 
curva oh NtiK il punto corrispondente (<". t") (Fig. 100) e quindi 
la generatrice A i C che farà conoscere il punto C corrispon- 
dente a C . Costruiscansi le tangenti Cx, (x i. x i ) ai punti C 
e (i, »'); il triangolo projettato in Cix sarà rettangolo in (Li) 
e i suoi elementi non avranno variato sviluppando il cono. Tal- 
ché si tratta di condurre per (J (Fig. 1 02) una rotta che faccia con 
A' C un* angolo eguale a quello che x ('fa con la generatrice prò* 
jettata in A C. Condurremo perciò i n x perpendicolare ad A (' . 
costruiremo la ipotenusa C x eguale a Cu*, e la retta x C 
sarà la tangente domandata. 

Il triangolo rettangolo V ? 2 x può ancora costruirsi pren- 
dendo <i 2 x eguale ad 1 X (Fig. 1G1); poiché / X' è la vera 
lunghezza del cateto projettato in ix (Fig. 160). 

303. Osservazioni. I. La costruzione precedente costituisce 
il metodo annunziato già al N.° 273 per sviluppare un cono 
obliquo. È seuza dubbio meno semplice di quello, ma più sicu- 
ro; e perciò crediamo sia da preferirsi in tutte le quistioui 
nelle quali è di speciale importanza T esattezza del resultato. 

IL 11 punto più alto e il più basso della intersezione, e 
in generale quelli in cui la tangente è orizzontale, debbono 
trovarsi ciascuno su due piani tangenti ad ambedue le super- 
ficie ed aventi le loro tracce orizzontali parallele. Egli è dun- 
que facile a vedersi che questi punti si troveranno sulle gene- 
ratrici del cono, le cui projezioni orizzontali sono normali alla 
sua traccia. Poiché supposto che A E sia normale alla traccia 
Ji C D E del cono, la traccia orizzontale del piano tangente a 
questo sarebbe perpendicolare in E ad A E, e la traccia oriz- 
zontale del piano tangente alla sfera sarebbe pure perpendico- 
lare ad A E, che per la sfera rappresenta il piano meridiano 
condotto per il punto cercato. 

Se il cono fosse circolare retto, le projezioifi orizzontali 
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delle sue generatrici sarebbero tutte normali lilla sua traccia : 
quindi iu tutti i punti «Iella sua intersezione colla sfera la tan- 
gente sarebbe orizzontale. Ciò prova che questa intersezione 
*arà verticalmente progettata secondo una linea retta, onde essa 
sarà una curva piana ; e come quella retta sarebbe parallela 
alla linea di terra, la intersezione medesima coinciderà con uno 
dei paralleli della sfera. 

Per trovare Te normali alla traccia del cono, se non è cir- 
colare, bisogna costruire prima la sua sviluppata (N\* 188), e 
le tangenti ad essa condotte per la prelezione orizzontale del 
vertice saranno le normali cercate. 

III. La considerazione precedente conduce ad un secondo 
metodo atto a somministrare i diversi punti della intersezione 
di un cono qualunque con una sfera avente il centro nel suo 
vertice. 

Alla serie dei piani secanti verticali condotti pel vertice 
del cono possiamo sostituire una serie di coni circolari aventi 

10 stesso vertice del cono dato : poiché questi tagleranno la 
sfera secondo dei circoli orizzontali ed il cono secondo delle 
generatrici. 

Sia la circonferenza di raggio A C (Fig. 1G0) la traccia di 
uno di questi coni; avendo essa a Comune con quella del cono 
dato i punti C ed E, saranno A C, A E le projezioni orizzon- 
tali delle generatrici, secondo le quali quest' ultimo è tagliato. 

11 punto /" in cui la circonferenza A C taglia la retta uAm, 
proiettato in f sulla linea di terra, fa conoscere la generatrice 
{Af\ A' f) del cono ausiliario che si trova sul piano n m pa- 
rallelo al coordinato verticale ; su questo stesso piano stà il 
meridiano principale u g\g'fn' della callotta sferica; dunque 
il punto g' comune a queste due linee appartiene al parallelo 
secondo cui il cono ausiliario interseca la callotta medesima. 
La proiezione verticale di quello è la retta g' g \ parallela alla 
linea di terra, la projezione orizzontale è la circonferenza Ag\ 
quindi i punti h ed i comuni a questa circonferenza e alle ge- 
neratrici A C, A E saranno projezioni orizzontali di due punti 
della intersezione cercata, che verticalmente si troveranno pro- 
iettati in h' ed t'. 

IV. Quando la superficie conica è convessa e chiusa si 
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vedo facilmente che la prelezione verticale della intersezione do 
vrà presentare almeno un punto doppio o un nodo in 1 ; il quale 
essendo projezione verticale di due punti della superficie conica 
si troverà sopra una retta che è projezione verticale di due ge- 
neratrici aventi necessariamente le loro traccie orizzontali so- 
pra una medesima perpendicolare alla linea di terra, come ci 
si trovano le projezioni orizzontali 1 ed l l dei punti che con- 
tengono. Ma questi punti sono equidistanti dal vertice del cono; 
quindi le generatrici stesse o le loro porzioni comprese fra il 
vertice e il coordinato orizzontale debbono essere eguali, e la 
parallela alla linea di terra condotta per la projezione orizzon- 
tale del vertice dividerà in due parti eguali le rette congiun- 
genti quelle traccie e le projezioni orizzontali dei rammentati 
punti. Trovato dunque il punto di mezzo della prima di que- 
ste congiungenti, basterà condurre per esso una perpendicolare 
alla linea di terra, ed i punti in cui sarà da questa incontrata 
la traccia orizzontale del cono saranno i piedi delle- due gene- 
ratrici domandate. 

Quando la traccia del cono è una circonferenza o ina el- 
lisse, come nella Fig. 160, il punto di mezzo suddetto è la 
intersezione g della um parallela alla linea di terra tirata per 
la projezione orizzontale del vertice con la retta B D che con- 
giuuge i piedi delle generatrici costituenti il contorno apparente 
del cono rispetto al coordinato verticale. (*) 

Problema V. Costruire la linea il intersezione di un cono qua- 
lunque con una sfera non avente il centro nel vertice del 
cono. 

304. Prima soluzioni:. Si condurrà pel vertice del cono un 
piano verticale : questo taglierà il cono secondo due generatrici 
e la superficie sferica seguendo una circonferenza avente per 
diametro la parte della traccia del piano iscritta nel contorno 
apparente della sfera, e il suo centro collocato alla medesima 

(*) Infatti questa retta è un diametro dell' ellisse come congiun- 
gente i punti di contatto di due tangenti parallele ; e perciò divide in 
due parti eguali tutte le corde parallele a quelle tangenti, o perpendico- 
lari alla linea di terra. 
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altezza di quello della sfera. Con un movimento di rotazione fatto 
attorno alla verticale del vertice condurremo il piano secante ad 
abbattersi parallelamente al coordinato verticale: troveremo così 
T abbattimento delle sezioni prodotte sì nel cono, che nella sfera, 
e si otterranno in generale quattro punti appartenenti alla in- 
tersezione cercata. 'le projezioni dei quali potranno agevolmente 
determinarsi riconducendo il piano secante alla sua primitiva po- 
sizione. Ripeteremo le stesse costruzioni per altri piani secanti, 
non trascurando quelli che danno i punti notabili della inter- 
sezione. 

La tangente in un punto qualunque si otterrà col solito 
metodo. Per lo sviluppo del cono e la trasformata della linea 
d' intersezione considereremo il cono come una piramide seguen- 
do il metodo del N. 273, giacché nel caso attuale avremo già 
fatta buona parte delle costruzioni nccessnrie risolvendo il pro- 
blema nel modo indicato. 

Seconda soluzione. Il problema precedente può risolversi an- 
che in altro modo. Si tiri una retta pel centro della sfera e 
pel vertice del cono ; quindi tutti i piani secanti si facciano 
passare per quella; le sezioni nel cono sarebbero sempre retti- 
linee, quelle prodotte nella sfera sarebbero circoli grandi, le une 
e le altre facili a costruirsi. 

Più semplici poi riesciranno le costruzioni se il coordinato 
verticale può prendersi parallelo alla retta suddetta, che allora 
il movimento necessario a ridurre il piano secante parallelo al 
coordinato medesimo non farà cambiare di posto nò il centro 
della sfera ne il vertice del cono. 

305. Osseuvazioni. I. La intersezione di una sfera con un 
cono può presentare- gli stessi casi di penetrazione rilevati in 
quella dei cilindri e dei coni. Però col medesimo criterio potrà 
riconoscersi a priori il genere di penetrazione offerto dal pro- 
blema proposto. 

II. Nel caso particolare in cui la traccia del cono è un 
circolo, possono impiegarsi per superficie ausiliarie dei piani 
orizzontali. Allora le sezioni nel cono e nella sfera sarebbero 
circoli paralleli al coordinato orizzontale, e di agevole costru- 
zione. 
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Problema VI. Trovare la linea (V intersezione di un cilindro 
con una sfera. 

300. Il sistema più semplice di piani secanti ausiliarii sa- 
rebbe quello che somministra per sezioni nella sfera i suoi pa- 
ralleli. In tal caso però le sezioni prodotte nel cilindro sareb- 
bero curve identiche alla sua traccia, e che bisognerebbe co- 
struire per punti, salvo il caso in cui questa traccia è un cir- 
colo. In ogni altro caso gioverà impiegare un sistema di piani 
paralleli alle generatrici del cilindro : questi produrranno nel 
cilindro sezioni rettilinee e nella sfera sezioni circolari che po- 
tranno costruirsi con facilità, scegliendoli convenientemente. 

Due modi si offrono per determinare la posizione di que- 
sti piani ausiliarj : il 1.° è quello di farli riesci re perpendicolari 
ad uno dei piani coordinali, e dovrà preferirsi allorché 1' altro 
piano coordinato fosse parallelo alle generatrici del cilindro : il 
2.° è quello di farli passare tutti per la retta condotta pel 
centro della sfera parallela alle generatrici del cilindro, e sarà 
preferibile al 1.° nel caso in cui il cilindro è obliquo rispetto 
ad ambedue i piani coordinati. 

Problema VII. Costruire la eurva secondo la quale s'interse- 
cano due superfìcie di rivoluzione. 

307. Possono darsi tre casi ; o gli assi delle due superfìcie 
s' incontrano, o sono paralleli, o non si trovano nel medesimo 
piano. Le costruzioni essendo diverse per ciascuno di questi tre 
casi, noi li tratteremo successivamente. 

l.° Caso. Gli assi delle due superfìcie di rivoluzione s'in- 
contrano (Fig. 163). Si prenderà il coordinato orizzontale per- 
pendicolare ad uno degli assi, e il verticale parallelo ad am- 
bedue. Il primo di questi assi sia (0, 0 Z )ei\ meridiano prin- 
cipale della superficie relativa sia la curva A' E CD': V asse 
della seconda superficie sia (OP, Z' V'\ ed il suo meridiano 
principale la curva G' e' F' f. Le proiezioni orizzontali di am- 
bedue i meridiani principali cadranno sulla retta AP paral- 
lela alla linea di terra : il contorno apparente sul coordinato 
orizzontale della prima superficie sarà la circonferenza A 0 ; e 
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dell' altro superficie sarebbe la traccia d' un cilindro circoscritto 
ad essa ed avente le generatrici verticali, ma la soluzione del 
problema non ne abbisogna, e perciò non ci occuperemo di co- 
struirlo. 

Ciò posto : si osservi clic due superficie di rivoluzione a- 
venti un medesimo asse a' intersecano secondo altrettante cir- 
conferenze situate in piani ad esso perpendicolari quanti sono 
i punti comuni ai meridiani principali di entrambe. Li sfera è 
tal superficie di rivoluzione che uno qualunque dei suoi dia- 
metri può considerarsi come asse di rotazione : iu conseguenza 
gioverà nel caso attuale scegliere per superficie ausiliarie secanti 
delle sfere aventi il centro comune nel punto in cui gli assi 
delle superficie date s 1 incontrano, piuttosto che un sistema di 
piani paralleli, i quali potrebbero tutto al più produrre in una 
superficie delle sezioni circolari, ma toglierebbero l' altra secondo 
linee che farebbe mestieri costruire per punti. 

Sia pertanto d' f g' c porzione del meridiano principale 
d' una delle rammentate sfere : saranno evidentemente d' g' , f e' 
le proiezioni verticali dei paralleli seguendo i quali taglia V una e 
P altra superficie di rivoluzione. I piani di questi essendo per- 
pendicolari al loro asse s' intersecheranno seguendo una retta 
orizzontale di cui la proiezione verticale è il punto unico m' 
comune alle rette d' g , /' c ', e quella orizzontale è una retta 
perpendicolare alla linea di terra condotta per m' : ma il pa- 
rallelo d' g' della prima superficie ha per proiezione orizzontalo 
la circonferenza Od; perciò i due punti m ed m l comuni a 
quest' ultimo e alla perpendicolare suddetta saranno projezioui 
orizzontali di due punti appartenenti alla sezione domandata, 
e che entrambi si progettano verticalmente in to'. 

La circonferenza 0 d può essere projezione orizzontale 
d' un altro o di più paralleli della superficie medesima, di quelli 
cioè descritti dai punti del meridiano principale ove la d d' 
prolungata lo incontra: perciò sarà utile prendere altre sfere 
ausiliarie secanti che intersechino la prima superficie di rivolu- 
zione secondo quei paralleli. 

Fatta la medesima costruzione per la sfera che taglia la 
prima superficie secondo il parallelo massimo A C si hanno 
i punti a, a l sul contorno apparente orizzontale, e che sepa- 
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raiio la parte visibile dalla invisibile, cioè quella che rimane 

al disopra del parallelo massimo da quella che resta al di sotto. 

Nei puuti rt, a l la proiezione della sezione tocca il con- 
torno apparente. Poiché ivi il piano tangente alla superficie è 
verticale ed ha per traccia orizzontale la tangente alla circon- 
ferenza AO: su questa traccia si projetta dunque la tangente* 
alla iutersezione. 

I punti c e b comuni ai meridiani principali delle due su- 
perficie sono evidentemente proiezioni verticali di due punti 
della intersezione, di cui le projozioni orizzontali devono tro- 
varsi sopra AB, e sono i piedi c e 6 delle perpendicolari c c, b b 
alla linea di terra. Le tangenti in questi puuti sono orizzon- 
tali e perpendicolari al coordinato verticale, talché le loro pro- 
iezioni orizzontali saranno le stesse rette ce , bb , e le verti- 
cali i punti e e 6'. Poiché i piani tangenti in quei punti alle su- 
perficie di rivoluzione sono perpendicolari al coordinato verticale. 

Cerchiamo la tangente in un punto qualunque (m, m). Si 
troverà la traccia orizzontale del piano tangente alla prima su- 
perficie conducendo il punto ( w, m ) nella posizione (d, d ) ; 
costruendo la traccia orizzontale i della tangente al meridiano 
in questo punto, e riportandola in / sul meridiano Om che 
passa per il punto di contatto ; poi tirando t T perpendicolare 
ad 0 m. Per avere la traccia orizzontale del piano tangente 
alla seconda superficie nello stesso punto (m, m ) profitteremo 
della normale che si costruirà facilmente conducendo tu' in e 
sul meridiano principale, e tirando c B perpendicolare alla 
tangente in e'. Il punto B si proietterà in B, e l*i normale 
sarà (mì B, m lì ) Ora basterà condurre per il punto (w, «*') 
un piano perpendicolare alla retta B, tri B ), e la sua trac- 
cia orizzontale q S sarà quella che basta a farci conoscere la 
traccia orizzontale T della tangente (creala (Tm. I" in). 

2.° Caso. (ìli assi delle due superficie di rivoluzione sono 
paralleli. Si prenderà il coordinato orizzontale perpendicolare 
ai due assi, e il verticale parallelo al loro piano. Allora è chiaro 
che non siiranuo necessarie le superficie sferiche per trovare la 
iutersezione domandata, ma un sistema di piani secanti oriz- 
zontali sarà sufficentc per darci con tutta la speditezza possi- 
bile altrettanti punti della intersezione quanti occorrono. 
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:».° Caso. Oli assi (ielle due superficie di rivoluzione, non 
sono nel medesimo piano. Potremo sempre premiere il coordi- 
nato orizzontalo perpendicolare all' asse (V una superficie, e il 
verticale parallelo a tutti e due. Si taglieranno le superficie 
date con un piano verticale parallelo a quello coordinato; si 
costruiranno le sezioni prodotte nell' una e uelT altra, e i punti 
a quelle comuni apparterranno alla linea cercata. Le sezioni 
fatte da un' altro piano parallelo al primo somministreranno al- 
tri punti, e così di seguito. 

Notisi clic prima converrà cercare i punti situati sui con- 
torni appaienti, i quali verranno dati da piani condotti per gli 
assi delle superficie proposte. 

La costruzione della sezione prodotta da ciascun piano au- 
siliario in quella della superficie di rivoluzione il cui asse è 
perpendicolare al coordinato orizzontale, non presenta alcuna 
difficoltà ; poiché, basterà elevare delle perpendicolari alla linea 
di terra dai punti in cui la traccia del piano secante incon- 
tra le projezioni orizzontali di quel numero di paralleli che a- 
vremo creduto necessario di prendere sulla superficie medesima. 

Per facilitare la costruzione della seziono prodotta nelP al- 
tra superficie farà mestieri stabilire egualmente un certo nu- 
mero di paralleli sulla sua projezione verticale. Questi si pro- 
ietteranno sopra un piano ausiliario perpendicolare all' asse della 
superficie medesima, e facendo girare questo piano attorno alla 
sua traccia orizzontale *i abbatteranno tutti sul coordinato o- 
rizzontale. Allora i paralleli di questa seconda superficie saranno 
rappresentati da altrettante circonferenze concentriche, come 
quelli della prima, e i punti in cui vengono incontrate dalla 
traccia orizzontale del piano secante faranno parte della linea 
cercata ; talché non dovremo che far ritornare tutti questi punti 
alla loro vera posizione. 

308. Osservazioni. I. Se una delle superficie di rivoluzione 
fosse sferica, basterebbe prendere il coordinato orizzontale per- 
pendicolare all' asse dell 1 altra, e il verticale parallelo al piano 
che passa per questo asse e per il centro della sfera. Allora si 
potranno impiegare per superfìcie ausiliarie delle sfere aventi i 
loro centri sull' asse della prima superficie. Le costruzioni sa- 
ranno analoghe a quelle impiegate al N.° 307, con questa dif- 
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forcnza che mentre iu quel caso le sfere ausiliarie doveuno cs- 
t-erc necessariamente concentriche, in questo basta che abbiano 
i centri sull' asse della prima superficie. Non dimeno se le si 
prendessero concentriche la figura riescirebbe più simmetrica. 

Si potranno ancora impiegare per superficie ausiliarie se- 
canti dei piani perpendicolari air asse della prima superficie. 

II. Se ambedue le superficie date sono sferiche, e se pren- 
desi il coordinato verticale parallelo alla retta che unisce i loro 
centri, la loro intersezione sarà una circonferenza che si projet- 
terà verticalmente sulla corda congiungente i punti comuni ai 
contorni nppareuti verticali delle due sfere. Questa corda sarà 
pure il diametro della intersezione. 

Problkma Vili. Costruire hi intersezione di tuia superficie di ri- 
rulnzin.ic, con nn cilindro. 

'$09. Si prenderà il coordinato orizzontale perpendicolare al- 
l' asse della superficie di rivoluzione, e il verticale parallelo 
alle generatrici del cilindro. Per superficie ausiliarie prendere- 
mo una serie «li cilindri aventi le generatrici parallele a quelle 
del cilindro dato, e per direttrici i diversi paralleli della su- 
perficie di rivoluzione. 1 punti della linea cercata saranno de- 
tcrminati dall' incontro del parallelo che ha servito di diret- 
trice a ciascun cilindro ausiliario con le generatrici comuni a 
questo e al cilindro dato. 

Problema IX. ('ostruire la intersezione di una superficie di ri- 
vohmoue con un cono. 

310. S'impiegheranno per superficie ausiliarie dei coni a- 
venti il medesimo vertice del cono dato, e per direttrici i di- 
versi paralleli della superficie di rivoluzione. Le generatrici 
comuni ai due coni incontreranno il parallelo scelto per direttrice 
del cono ausiliario in punti clic fauno parte della linea cercata. 

311. Osservazione. Nella intersezione di due coni, o di un 
cono con un cilindro, e ingenerale di due superficie aventi ge- 
neratrici rettilinee avremmo dovuto ricercare se per avventura 
hsicro state suli' una delle superficie generatrici parallele a 
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quelle dell' altra. In tal riso h evidente clic quelle gcneratriri 
incontrandosi ad una distanza infinita, il corrispondente ramo 
d' intersezione sarebbe pure infinito. Ed allora se i piani tan- 
genti ad ambedue le superficie lun^,o le generatrici medesime 
non resultano paralleli la loro intersezione sarebbe l'asintoto, 
nel caso contrario il ramo infinito non avrebbe asintoto. Ma 
non abbiamo creduto necessario entrare in queste particolarità, 
le quali hanno in generale un'interesse più speculativo che pra- 
tico, perchè nelle applicazioni la reeognizione di questi rami e 
la costruzione dei loro asintoti non ci sembra arrecare utilità 
corrispondente. 

Noi invitiamo piuttosto il lettore a costruire le figure re- 
lative ai problemi dei quali ci siamo limitati ad accennare la 
soluzione, non essendo mai soverchio 1' esercitarsi in questo ge- 
nere di ricerche che ci troviamo nella necessità di fan; ad ogni 
passo nelle applicazioni . e particolarmente in quelle relative 
alle ombre, alla prospettiva e al taglio delle pietre. Gli pro- 
poniamo poi i seguenti per la soluzione dei quali non dovrà che 
applicare con giusto accorgimento i metodi seguiti o indicati 
per quelli di questo Capitolo. 

Tutto al più gioverà citare qui 1' enuncialo di alcuni teoremi 
relativi ai cilindri ai coni e in generale alle superficie di se- 
condo grado, e che possono in alcuni casi agevolare il tracciato 
delle curve d' intersezione. 

1. ° Se due siiperfìeie del serovdo grado hanno un piano 
dì simmetria Comune, la pmje.iionc della loro interne -ione su 
questo piano e una sezione conica. 

2. ° Quando due superfìcie del secondo grado hanno una 
curva piana comune, esse si tagliano seguendo un'altra curva 
piana, o sono tangenti V una all' altra in tutti i punti della 
prima. 

:ì.° Allorché due superfìcie dei Sfrondo grado sono tan- 
genti T una alV altra in dm punti non situati sopra una gene- 
ratrice rettilinea eomnnc, la loro intersezione è in generale il 
sistema di due curve pinne, elie. s'incrociano ai punti di conlatto. 
Queste due lince d' intersezione possono confondersi in una sola 
linea di eontatto, la quale è allora necessariamente piana. 

4." Se due superfìeie del seeondn grado sono rireosrriitr 



Digitized by Google 



244 Lineo II. Cai-itolo X. 

ad ma medesima superficie pure 0<l secondo (/rado, la loro 
interaniom (se ve n'ha una) è il sistema di due curve piane, 
di cui i piani si tagliano seguendo la stessa retta comune ai 
piani delle curve di contatto. 

312. Eskrcizii. l.° Due cilindri circolari hanno le generatrici 
parallele al coordinato verticale; costruire la loro, intersezione nel 
caso in cui i piani limiti pieno ambedue tangenti all' uno e secanti 
1' altro cilindro, e nel caso in cui uno dei piani limiti sia tangente 
ai due cilindri. Uno dei cilindri dati può esser retto. 

2. " Un cono circolare obliquo è disposto per modo che la 
congiungciitfl il suo vertice col centro della base è parallela al coor- 
dinato verticale. Un cilindro avente con esso un piano tangente a comune 
lo interseca; trovare la linea d'intersezione delle loro superficie. 

3. " Le traccio orizzontali di due coni si tagliano, ed essi sono 
disposti per modo che la retta congiungente i loro vertici è paral- 
lela al coordina' j verticale, eia sua projezione orizzontale è un'as- 
se di simmetria comune alle treccie medesime. Costruire le proje- 
ziqni della loro intersezione. 

4. " Costruire le proiezioni della linea d'intersezione del toro 
co» un cilindro. 

5. Trovare V intersezione di una paraboloide di rivoluzione 
con una iperboloide di rivoluzione ad una falda di cui gli assi h in- 
contrano. 

G." Costruire l' intersezione di due ellissoidi di rivoluzione di 
cui gli assi non sono situati in un medesimo piano. 

7. " Costruire 1' intersezione d' una sfera con un cono o un 
cilindro circolare di cui 1' asse passa pel centro della sfera. 

8. ° Costruire 1' intersezione d' una sfera con l' iperboloide di 
rivoluzione ad una fnlda. 

!>.° Costruire 1' intersezione d' una sfera con la paraboloide 
di rivoluzione. 

10. ° Costruire la intersezione di due sfere. 

11. " Trovare 1' intersezione di una sfera con un cilindro od 
un cono aventi per direttrice un circolo piccolo della sfera. 

12. " Trovare i punti d'incontro d' una curva qualunque con 
la superficie d' una sfera data. 

13. " Un cilindro circolare retto di 52 min. di diametro ò ver- 
ticale; un' altro cilindro retto avente un diametro di 38 mm. e 12 cm. 
di altezza ha le generatrici parallele al coordinato verticale, ed il 
suo asse incontra quello del primo all' altezza di mm. sul coor- 
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tlinato orizzontale. Trovare la intersezione dei due cilindri. 

11." Tre cilindri circolari hanno lo stesso diametro di 5 cin. 
e i loro assi in un medesimo piano parallelo al coordinato verti- 
cale. Le generatrici del primo sono inclinate di 45° sul coordinato 
orizzontale; il secondo è verticale, e l'asse del terzo è perpendico- 
lare a quello del primo. Trovare la intersezione dei tre cilindri. 

15. ° Il diametro d' un cono circolare retto è 8 cui. e il suo 
asse verticale è 11 era. L'asse d'un cilindro circolare -retto avente 
un diametro di 4 era. è parallelo al coordinato verticale ed inclinato 
di 30° su quello orizsontale. La projezione orizzontale dell' asse del 
cono dista per 15 nini, dalla projezione orizzontile dell'asse del ci- 
lindro, e le promozioni verticali di ambedue si t.i^liano alla distanza 
di 6 cm. dalla linea di terra. Costruire le projezioni della interse- 
zione di questi due corpi. 

16. " Costruire la intersezione del cono e del cilindro consi- 
derati neir esercizio precedente, supponendo gli assi di ambedue i 
corpi nel medesimo piano, e quello del cilindro parallelo al coor- 
dinato orizzontale ed inclinato di 4.V sul verticale. 

17. ° Costruire la intersezione del cono proposto nell' esercizio 
15.° con un cilindro di 2* mm. di diametro avente 1* asse verticale 
e disposto per modo che la sua traccia orizzontale sia compresa en- 
tro la traccia del cono. 

18. ° Il centro d'una sfera, il cui diametro è 75 mm. è distante 
55 min. dai due coordinati: la sua projezione orizzontale comprende 
interamente la traccia d' un cilindro circolare retto e verticale di 
50 mm. di diametro. Trovare la intersezione della sfera col cilindro 
nell' ipotesi che 1' asse di quest' ultimo non passi pel centro della 
prima. 
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SUPERFICIE EIOATE E SUPERFICIE INVILUPPI. 
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CAPITOLO L 
Linee cune storte. 

0 

315. Abbiamo chiamate curve storte, o adoppia curvatura, 
le linee-di cui tutti i punti non trovatisi in un medesimo piano. 
Estendendo però anche a questo la convenzione fatta al X. 178, 
considerandole cioè come formate di elementi rettilinei infini- 
tamente piccoli, continueremo a riguardare la tangente in uno 
qualunque dei suoi punti come il prolungamento dell' elemento 
coi rispondente. 

314. Le tangenti nei diverbi punti d' una linea storta non 
possono trovarsi in uno stesso piano, ma due elementi conse- 
cutivi di quella, avendo usi punto a comune, si trovano sempre 
in un piano, e la stessa cosa ha luogo per le tangenti relative. 
Al piano formato da due tangenti consecutive d 1 una linea storta 
è sfato dato il nome di osculatore. 

Quando trattasi di cune piane, ogni retta indefinita trac- 
ciata nel piano della coita e con essa avente un solo punto n 
comune può dichiararsi tangente in quel punto. Trattandosi di 
linee storte è necessario e sufficiente che la retta medesima sia 
tracciata nel piano osculatore corrispondente, al punto di con- 
tatto, perchè in questo piano sta T elemento della curva di cui 
la tangente non è che il prolungamento. 

La stessa considerazione dee applicarsi alla normale, la quale 
per una linea storta non è sufficiente che sia perpendicolare 
alla tangente nel punto di contatto, ma è bensì necessario eh 1 e>- 
«a trovici sei piano osculatore. 
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315. La proprietà relativa al piano tangente d' una superfi- 
cie (N. 200), emendo vera qualunque sia la specie delle curve 
tracciate sopra di essa pel punto di contatto, ci offre modo di 
determinare la tangente in un punto qualunque d' una linea 
storta, il suo piano osculatore e la normale. 

1. ° Sieuo A ed A (Fig. 104) le proiezioni d' una curva 
storta, ed (in, ni) il punto di contatto: conduciamo alla curva 
A' una tangente per m ; potremo considerare questa retta co- 
me la traccia verticale d' un piauo P perpendicolare al coordi- 
nato verticale e tangente alla superficie cilindrica formata dalle 
proiettanti tutti i punti della curva sul medesimo coordinato; 
ed in grazia della nota proprietà del piano tangente al cilin- 
dro (X. 210), la tangente domandata dovrà trovarsi sopra al 
piano P. Parimente se tiriamo per w la tangente alla curva.!, 
sarà questa la traccia orizzontale di un piano P perpendico- 
lare al coordinato orizzontale e tangente alla superficie cilin- 
drica formata dalle projettanti tutti i punti della curva mede- 
sima sullo stesso coordinato; e la tangente domandata dovrà 
pure trovarsi sopra P. P^sa dunque dee far parte dei due piani 
P e P , e sarà la loro intersezione ; quindi per costruire la tan- 
gente in un puuto qualsivoglia d' una linea storta basta tirare 
per le projezioni del punto di contatto due tangenti alle proje- 
zioni della curva. Queste rette saranno le projezioni della tan- 
gente. 

2. ° Per determinare il piano osculatore nel punto (;>?. m' ). 
prendiamo altri due punti (//, » ), («, ti) dalle due parti del primo; 
costruiamo letangeuti respettive. e cercatene le traccio orizzon- 
tali v,s,o, facciasi passare per questi punti una curva. Ora è 
evidente clic se i tre punti («,»'), (m,m ), (*,»') fossero infini- 
tamente viciui T uuo all' altro, le tre tangenti potrebbero con- 
siderarsi come in un medesimo piano, il quale sarebbe il piano 
osculatore; la linea uso sarebbe retta confondendosi con la 
tangente s s al punto .<?. Noi potremo dunque considerare questa 
tangente alla curva v so come la traccia orizzontale del piano . 
osculatore. 

3. ° La costruzione della normale nel punto (»t, »;ì ) esige 
la conoscenza d' una delle traccio del piano osculatore. Sup- 
ponendo pertanto nota la traccia orizzontalo s£, noi immagi- 
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neremo il piano abbattuto sul coordinato orizzontale ; cerche- 
remo T abbattimento m del punto di contatto, e così deter- 
mineremo quello della tangente che sani sin". La perpendi- 
colare tri' z a questa retta condotta per m" sarà la normale 
abbattuta; onde le sue projezioni saranno z m , z m . 

316. Il piano osculatore d'una curva storta può conside- 
rarsi conie il limite delle posizioni prese da un piano mobile, 
il quale condotto per la tangente e per un punto della curva 
vicino a quello di contatto si faccia ruotare attorno alla tan- 
gente medesima finche il secondo punto di sezione sia venuto 
a coincidere con quello di contatto. In questo caso si comprende 
agevolmente che la curva sarà in generale intersecati dal piano 
osculatore nel punto di contatto; e che prendendo per coordi- 
nato orizzontale il piano osculatore, la projezione verticale 
della curva presenterà un' inflessione nel punto che è proje- 
zione verticale di quello di contatto. Poiché in tal caso la li- 
nea di terra L T (Fig. 105) è projezione verticale della tan- 
gente in (M.M ). e la curva dovrà trovarsi da un lato al di- 
sopra, dall'altro al di sotto del coordinato orizzontale. 

Ora se consideriamo due punti (A, A ) e (B. B ) vicini 
al punto {M . M), ma da ambedue i lati, e se ne cercano 
le projezioni sopra un piano verticale L t 2\ perpendicolare 
alla tangente 31 T, le projezioni A e B " si troveranno da 
una stessa parte della verticale del punto di ', ma da parti 
differenti della linea L l T x ; cosicché la curva A M B ha 
necessariamente un regresso di prima specie (N'.° 1K0) in M . 
Di più L l 1\ le è tangente nel medesimo punto : poiché la 
curva A MB può considerarsi come direttrice della superfìcie 
cilindrica che la projetta sul piano L l T l ; il piano osculatore 
contenendo la generatrice TM, che è tangente alla direttrice, e 
la generatrice consecutiva, é un piano tangente a quella superficie; 
quindi la sua traccia, cioè la retta L x 2\. resulterà tangente 
alla curva A ' M' B \ che è la traccia della superficie sul me- 
desimo piano verticale. 

Mercé queste considerazioni possono ritenersi come dimo- 
strati i seguenti teoremi : 

1.° Se una curva storia è direttrice d'una superfìcie ci- 
lindrica . ed in un punto di essa 'la generatrice e tauffcnfc . 
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il piano osculatore in quei punto è tangente alla superfìcie. 
Lo stesso teorema Im luogo per una superficie conica. 
2." La projezione (V una ent ra storta sopra un piano 
perpendicolare ad uno dei suoi piani osculatori jìresenta un 1 in- 
flessione al punto corrispondente ; e se il piano diviene per- 
pendicolare anco alla tangente , V inflessione si cangia in un 
regresso di prima specie. La tangente al punto d' inflessione o 
di regresso è la traccia del piano osculatore sul piano di pro- 
iezione, 

E qui da osservarsi che il regresso ottenuto in M si ma- 
nifesterà in qualunque altro punto della tangente TM pel quale 
COnducesi il piano di projezione L l 1\ \ per la qual cosa può 
inferirsi elio allorquando la direttrice d' un cilindro o d' un cono 
è tangente ad una delle generatrici, la superfìcie presenterà un 
regresso lungo questa linea retta. 

317. Potrebbe in qualche caso avvenire che il piano oscu- 
latore non tagliasse la curva storta nel punto di contatto, ed 
essa rimanesse in conseguenza da una medesima parte del piano 
nelle vicinanze del punto stesso. Allora la projezione A B 
(Fig. 166) sopra un piano perpendicolare a quello osculatore 
non proeuta più una inflessione in M ; la tangente L T rimane 
tutta da una medesima parte della curva in prossimità del punto 
di contatto e il regresso snl piano L x T x perpendicolare alla 
tangente T M ha la forma della Fig. 110 e dicesi di se- 
conda specie. 

Talvolta i due rami MA, M B di questo regresso 
si sovrappongono, e la projezione si arresta bruscamente in M . 

318. Se una curva storta projettasi sopra un piano perpen- 
dicolare ad una retta che incontra la curva in due punti, si 
ottiene una linea avente un punto doppio come quella rappre- 
sentata nella Fig. 111. Supponendo che la secante si muova 
in maniera che la corda intercettata dalla curva vada mano a 
mano impiccolendo, la foglia formata dalla projezione sopra il 
piano perpendicolare sarà via via più ristretta; ed allorquando 
la secante divenisse tangente la foglia si troverebbe ridotta ad 
un punto, e la projezione presenterà un regresso, siccome è 
stato in altro modo dimostrato. 

319. Facciasi passare una circonferenza per tre punti d'una 
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curva storta. Questa si troverà nel piano osculatore, e sarà la 
circonferenza osculatrice noli' elemento contenente i tre punti 
considerati. Il suo piano ò quello osculatore della curva, il suo 
centro e il suo roggio sono il eentro e il raggio di curvatura 
corrispondente ali* elemento medesimo. Abbiamo veduto (X. 187) 
come si apprezzi con questi dati la curvatura di una linea se 
è piana; ma se la linea è storta non sono sufficienti. Con essi 
misureremo egualmente la curvatura della ìiuea in ciascuno dei 
piani osculatori corrispondenti ai suoi diversi punti ; ma sarà 
necessario aggiungere anco V angolo fatto da due piani oscula- 
tori consecutivi per conoscere completamente Y andamento del- 
la curva. 

Giova notare che la circonferenza osculatrice della curva 
è egualmente osculatrice della sua proiezione sul piauo oscula- 
tore. Talché una curva storta avrà una inflessione o un regresso 
in un dato punto quando la sua projezione sul piano osculatore 
di quel punto avrà un* inflessione o un regresso. 

320. Chiamasi sviluppante d' uua curva storta il luogo geo- 
metrico d' un punto fisso preso sulla sua tangente che suppo- 
nesi mobile senza si l isciare sulla curva data. E la stessa defi- 
nizione data per le sviluppanti delle linee piane (N. 188); e si 
capisce facilmente che una cuna storta avrà pure una infinità 
di sviluppanti corrispondenti ai diversi punti della tangente. 
Ciascuna di esse incontra in generale la curva, ed ha un re- 
gresso al punto comune. 

Le sviluppanti possono considerarsi come generatrici curvi- 
linee della superficie generata dalla tangente durante il suo mo- 
vimento, e la curva storta data, luogo geometrico dei punti di 
regresso, sarà uua costola di regresso su quella superficie, la 
quale verrà da essa divisa in due falde distinte. 

Suppongasi infatti uua curva storta progettata su due piani 
ortogonali di cui quello orizzontale sia il piano osculatore in 
un punto M (Fig. 1 H7) ; la sua projezione siili' altro piano sarà 
una linea A M B tangente in M alla linea di terra L T ed 
avente un inflessione nel medesimo punto. (X. 310.) 

Preudiamo un' altro piauo verticale / / che passi per 31. ed 
abbattiamolo su quello orizzontale dopo averne allontanata la 
traccia in ? A t A per evitare la sovrapposizione delle lince. La 
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tangente della curva iu un punto (A , A ) vicino ad (AI, 31 ) 
incontra il piano // in a, di cui l' abbattimento è a". Se fac- 
ciamo approssimare il punto A ad M fino a coincidere con esso, 
il punto a' verrà a coincidere con M" descrìvendo una certa 
curva a 31 luogo delle traeeie delle tangenti ai diversi punti 
dell' arco (AM, A' 31 ). La retta a 31 . che è la tran 
del piano contenente il punto 31 e la tangente in A, ruoterà 
attorno ad 31 o si confonderà con l.t ì% traccia del piano e- 
fcculatore in 31. Talché la curva a M è tangente in 31 
ad l t t v Lo stesso ragionamento può farsi per la linea 31 b 
luogo delle traccio delle tangenti all' arco (M B , 31 B ). La 
curva a" 31 ' b" è la traccia sul piano l 31 1 della superficie 
generata dalla tangente mobile alla curva storta ; essa ha un 
regresso in 3£ , e questa singolarità si presenterebbe eviden- 
temente so determinassimo la traccia della medesima superficie 
sopra un piano condotto per qualunque altro punto della cur- 
va. Si può dunque concludere che la sviluppata storta è costola 
di regresso della superficie formata dalle tangenti a tutti i suoi 
punti; e come su questa superfìcie stanno evidentemente tutte 
le sviluppanti, potranno queste considerarsi come altrettante ge- 
neratrici ausiliarie di essa. 

11 caso in cui la curva data non presenta inflessione in M ' 
non muta le precedenti conclusioni. 

Termineremo questo Capitolo colla descrizione dell' elica 
cilindrica e dell' epicicloide sferica che fra le curve storte sono 
le più importanti per le applicazioni. 

321. Elica cilindrica. Si da questo nome ad una curva trac- 
ciata sulla superficie d' un cilindro colla condizione che le or- 
dinate di tutti i suoi punti rispetto ad un piano perpendico- 
lare alle generatrici del cilindro sieno proporzionali alle ascisse 
curvilinee contate sulla sezione retta corrispondente a partirò 
dal punto in cui il piano coordinato secante incontra la curva. 
Così preudendo per coordinato orizzontale il piano della sezio- 
ne retta ab ed d un cilindro (Fig. KiS); supposto che questo 
piano tagli l'elica iu («, a ), ed (m,m), (h, b ) sieno due punti 
qualunque di essa, deve aversi 

m'm bh _ A 

arco a M arco a b 
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dove /* è uua quantità costante per una data elica, e variabile 
per ciascuna di queste curve che possono immaginarsi tracciato 
sulla superficie del cilindro. 

La sezione retta ab e d chiamasi base dell' elica, ed ori- 
gine dicesi il punto (a. a ì a partire dal quale si contano le 
ascisse curvilinee dei suoi punti. 

Supponiamo che la base sia una curva chiusa di perime- 
tro p, e che un punto mobile percorra Y elica, a cominciare da 
(a, a): egli è evidente che la projezione orizzontale di que- 
sto punto percorrerà la base medesima : ed allorquando esso 
sarà tornato a progettarsi in a . si troverà sulla medesima ge- 
neratrice ad un'altezza .1 dal coordinato orizzontale misurata 
dalla retta a' a' — p h. Se il punto mobile continua a percor- 

# 

rere la curva, è certo che si troverà di nuovo sulla medesima 
generatrice, allorché la sua projezione avrà percorso una se- 
conda volta il perimetro p, e la distanza che lo separa dal 
coordinato orizzontale sarà divenuta doppia di a a s , cioè 2 ph; 
e così di seguito. Talmente che può concludersi che la genera- 
trice del punto (a, a) è incontrata una infinità di volte dalla 
curva in punti aventi per ordinate successive 

p h, 2 ph, 3ph, Aph 

e perciò equidistanti 1' uno dall' altro della quantità A == p h. 
Ciò che ha luogo per la generatrice considerata, si verifica na- 
turalmente per tutte le altre generatrici del cilindro. 

La quantità costante p h chiamasi passo dell' elica, e si da 
il nome di spini alla porzione di curva compresa fra due punti 
situati sulla medesima generatrice. Quando la base di questa 
curva è circolare, come nella Figura 108, trovasi il passo 
A— 2zRh, e per conseguenza si ha modo di determinarne 
la lunghezza, purché sia dato il valor numerico del rapporto 
dell' ordinata all' ascissa curvilinea. Reciprocamente può calco- 
larsi questo rapporto, conosciuto il passo. 

322. Pkojezioni dell' elica cibcolakk. La projezione orizzon- 
tale coufoudesi con la traccia ab ed del cilindro retto, che noi 
abbiamo supposto perpendicolare al coordinato orizzontale. Sup- 
ponendo che T origine della curva trovisi sul medesimo coordi- 
nato e sia il punto (a, a ), prenderemo sulla projezione verti- 
cale della generatrice corrispondente uua lunghezza a a „ eguale 
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:il passo, il quale o .sarà dato o potrà calcolarsi con 1' egua- 
glianza precedentemente stabilita, e divideremo questa retta in un 
certo numero di parti eguali indicando i punti di divisione coi 

numeri 1, 2, 3 Divideremo la base abeti nello stesso 

numero di parti eguali, numerando egualmente i punti di di- 
visione da sinistra a destra dell* origine, o da destra a sinistra 
come vedesi nella nostra figura. Ciò fatto si tireranno dai punti 
di divisione del passo delle parallele alla linea di terra L T, 
e dai punti di divisione della ba.se delle perpendicolari alla 
medesima linea. I punti d' incontro delle une con quelle dello 
altre che muovono da punti di divisione portanti lo stesso nu- 
mero apparterranno alla proiezione verticale della curva, la 
quale sarà perciò a m' b a \ d « 9 . . . 

Considerando infatti un punto qualunque (e, e') della cur- 
va , e supponendo che Y ordinata e e comprenda n delle m 

parti eguali del passo, avremo e' é = ■• A ; ma si ha pure 

tu 

are. a e — " 2 t: li ; dunque 
vi 

— = A =/*. " 

are. a c 2 x R *' 

323. Tangente all' elica. Osserveremo in primo luogo che 
gli elementi della curva fanno un' angolo costante con le gene- 
ratrici del cilindro. Poiché se rettifichiamo una porzione qua- 
lunque a b c della traccia e ne portiamo la lunghezza sopra una 
retta in a 3 c 3 poi dividiamo quest' ultima in tante parti eguali 
quante ne contiene Y arco a b c, le generatrici del cilindro si 
disporranno sopra le perpendicolari ad c 3 condotte pei re- 
spcttivi punti di divisione, i quali possono supporsi vicini 
1' uno all' altro quanto si vuole. A partire dai piedi di queste 
perpendicolari prendansi ora sopra di esso le lunghezze wt 3 m v 
h 3 h v e 3 Cj . . , . eguali respetti vamente alle porzioni di genera- 
trici comprese fra l'elica e il piano della sua base; otterremo 
la linea a 3 m l b l e l . . . . che sarà la trasformata della curva 
sullo sviluppo del cilindro. In grazia di questa costruzione i 

rapporti m l m * 1 9 ** ** sono eguali fra loro poiché 

m 3 o 3 b 3 a 3 c 3 a 3 

il valor numerico di ciascuno è h ; dunque la trasformata 
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o 3 iMj />! <?, . . . derc essere una linea retto, e gli elementi n 3 m t 
«lolla curva fanuo uno stesso angolo con le generatrici del ci- 
lindro. 

Segue da ciò clic ogni tangente all' elica si confonderà con 
la sua trasformata nello sviluppo del cilindro, resultando così 
la ipotenusa <V un triangolo di cui un cateto è Y ordinata del 
punto di contatto, e V altro cateto è la sua ascissa curvilinea 
rettificata. 

In secondo luogo è da osservarsi che il piano prqjettante 
la tangente su quello della bnse resulterà tangente al cilindro 
lungo la generatrice che eontieue il punto di contatto; e quindi 
nel caso nostro la proiezione orizzontale della tangente si tro- 
verà sopra la tangente alla tracciale... condotta pel piede 
della generatrice medesima. 

Ciò posto se vuoisi la tangente nel punto (e, e ) condurre- 
mo per e una tangente, su questa prenderemo et eguale alla 
lunghezza assoluta dell' arco ab e, e il punto / sarà la traccia 
orizzontale della tangente. Proietteremo / sulla linea di terra 
in e la retta t c ne sarà la projezione verticale. 

324. 7/ dica r una curva storta. È ciò dimostrato dalle sue 
tangenti. Abbiamo veduto che le traccio di queste tangenti si 
trovano sulle tangenti alla base e ad una distanza dal loro 
punto di contatto eguale all' arco della base compreso fra que- 
sto punto e T origine della curva. Il luogo adunque delle trac- 
cio è una sviluppante della base stessa (N.° 188). Ora se Y e- 
lica fosso una curva piana, tutte le sue tangenti sarebbero con- 
tenute nel suo piano, e il luogo delle loro traccio sarebbe Y in- 
tersezione del coordinato orizzontalo col piano delle curva , cioè 
una linea retta. Ne segue che Y elica non può esser piana. 

325. L dira segna sulla superfìcie del cilindro il più corto 
cammino fra due dei suoi punti. Consideriamo i punti (a, «'), 
(c, e') e la porzione di elica (ale. a h e) che li congiungo. 
Immaginiamo un' altra curva qualsivoglia tracciata sulla super- 
ficie dello stesso cilindro fra quei punti, e sviluppiamo di poi 
il cilindro sopra un piano. Le trasformate sì dell'elica che 
della curva anzidetta avranno sullo sviluppo la medesima lun- 
ghezza che esse hanno sul cilindro (N.° 108, 4°); ma la trasfor- 
mata dell'elica la linea rotta >»., c,. quella dell'altra curva 
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che termina ai medesimi punti ri 3 ed e, sarà pure una linea 
curva : dunque l' elica è la linea di minor lunghezza che possa 
tracciarsi sul cilindro fra due punti dati sulla sua superfìcie. 

326. Il piano osculatori; in qualsivoglia punto ddV dica c 
perpendicolare al piano tangente del cilindro condotto per lo 
stesso punto. Cerchisi il piano osculatore nel punto (c, a \) in 
cui il piano tangente al cilindro è parallelo al coordinato ver- 
ticale. Questo piano dovrà contenere come abbiam detto al 
N.° 314 due elementi consecutivi della curva uno dei quali sarà 
quello corrispondente al punto (e, a'j), e Y altro sarà il suo con- 
secutivo. 11 prolungamento del primo è una tangente parallela 
al coordinato verticale, la quale incontra la sviluppante della 
base dell' elica nel punto s, e questo sarà un punto della 
traccia orizzontale del piano cercato: il prolungamento del se- 
condo è la tangente in un punto vicinissimo a (e, a\) la quale 
incontrerà la sviluppante in un punto vicinissimo e consecutivo 
ad s, appartenendo pure alla traccia orizzontale del piano me- 
desimo. Questa traccia dovendo dunque passare per due punti 
vicinissimi e consecutivi della sviluppante, sarà ad essa tangente, 
cioè perpendicolare a c s, e per conseguenza perpendicolare alla 
linea di temi. Ne segue che il piano osculatore in (c , a\) è 
.v s' a ! perpendicolare al coordinato verticale e quindi al piano 
fingente al cilindro. 

Se dovessimo cercare il piano osculatore in ogni altro punto 
('*. e ) dell' elica, basterebbe cangiare il coordinato verticale in 
un altro parallelo al piano tangente al cilindro in quel punto, 
e giungeremmo alla stessa conclusione. 

Da ciò resulta; 1." che le normali dell" elica, sono dirette 
secondo il raggio corrispondente del cilindro ; 2.° che la proie- 
zione a V e presenterà una inflessione nel puuto (e, a x ) e in 
tutti gli altri in cui taglia la retta a a 2 . fX. 3 Hi). 

327. Ossf.kv azioni. I. Le eliche prendono nome dalla sezione 
retta del cilindro sulla superficie del quale sono tracciate. Così 
mentre quella da noi considerata chiamasi elica circolare , si 
designano poi col nome di cilindrici*'", c paraboliche , o cilin- 
driclie ed cllitliclte ec. le altre tracciate sopra cilindri di cui la 
sezione retta fosse una parabola, o una ellisse ce. 

II. Allorquando il passo d" un'elica è piccolo riesce ma- 
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lagevole la divisione esatta in parti eguali della verticale a a r 
Si ricorre in questi casi allo sviluppo, ovvero ad un triangolo 
rettangolo aj^c,, di cui il lato orizzontale a n c 3 può avere 
una lunghezza qualunque parche' quella verticale c 3 Cj sia eguale 
al passo. Se dopo aver collocato il primo rt 3 c 3 sopra L T, di- 
videsi 1" ipotenusa in tante parti eguali in quante dorrebbe di- 
vidersi la rette a' <i' lf la proiezione verticale dell" elica resulterà 
dalle intersezioni delle parallele ad L T condotte pei punti di di- 
visione dell 1 ipotenusa con le verticali corrispondenti dei punti 
della base. 

III. Nel caso iu cui un elica componevi di un grandis- 
simo numero di spire, gioverà costruire à parte la proiezione 
iY una di esse con molta diligenza ; si taglierà il foglio lungo 
quella proiezione e si otterrà una sagoma o profilo die ripor- 
tato a tutte le altezze precedentemente determinate sulle corri- 
spondenti generatrici del cilindro permetterà il disegno a lapis 
delle projezioui di ogni spira. 

La metà d' una spira può esser sufficiente, poiché rivoltando 
il profilo si avrà modo di costruire le parti visibili e quelle 
invisibili. 

IV. Se occorresse di tracciare sopra un medesimo cilindro 
molte eliche dello stesso passo, ma situate ad altezze differenti, 
non sarà necessario stabilire sulla projezione del cilindro delle 
nuove orizzontali , le quali genererebbero confusione. Basterà 
portare col compasso sulle verticali proiettanti ciascun punto 
la differenza di altezza fra la prima elica, e quella che vuoisi 
ottenere. 

V. Infine dovendo costruire più eliche dello stesso passo 
e di medesima altezza sopra cilindri concentrici, le orizzontali 
costruite per una di esse serviranno anco a tutte le altre. (*) 

32S. Epicicloidi: «fenica. Abbiasi il cono circolare (.1, A ) 
(Kg. lfi'J), di vertice ($, s')e di raggio (sa, .^a'), il lato del 
quale (ss, sa) è comune ad un'altro cono circolare (li, li ) 
di raggio (ab, a b). Immaginiamo che il secondo cono muo- 
vasi attorno al vertice comune (s, s ) mantenendosi costante- 

(*) 5>o vogliunsi conoscere le equazioni dell' elica circolare si ptu> 
consultarci» Parte II. del mio Corso di Matematiche al N.« 491. 
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mente tangente al cono (A. A ). e per modo clic la circonfe- 
renza della sifct biusc ruoti, renza strisciare, su quella lei circolo 
(,v a, .s^ a ) base ilei priiu > : ogni punto della circonferenza 
{ab. ab) descriverà una curva cui è stato (iato il nume di 
epicicloide sferica. Trattasi di costruire le projezioni d' una di 
queste curve. 

A tale oggetto consideriamo .il cono {lì . fì ) con la sua 
generatrice di contatto (.s-o, sa) parallela al coordinato ver- 
ticale: la projezione di lla sua base su questo piano sarà la retta 
a' a", e la projezione orizzontale sarà un' ellisse tangente in « 
alla circon ferenzn sa, ed avente per asse maggiore la retta b. b a 
eguale ad a a . e per asso minore aa a projezione del diame- 
tro a' a della base medesima. Facciasi ruotare quest* ultima 
attorno alla orizzontale che ne projetta il punto (tt gl «") iu 
a" finché sia divenuta parallela al coordinato orizzontale: in 
questo caso le sue projezioni saranno la circonferenza di raggio 
a ì c eguale ad « b e la retta a" c ; e se dividisi questa iu 
un certo numero di parti eguali più o'meno grandi, secondo la 
grandezza del raggio, basterà farla torn ire alla sua vera posi- 
ziono per ottenere sull'ellisse aò l a 2 b 9 e sulla retta a a" le 
projezioni dei punti che dividono la base del cono mobile nello 
stesso numero di parti eguali. Noi abbiamo diviso la circonfe- 
renza a 9 c in dodici parti eguali, ed abbiamo cesi trovati i punti 
(l, f), 6 ). (3, 7 ). (4, 4')..*. (12, 10 ). Proponiamoci 
di costruire la curva de critta dal punto (1, 1 >. 

Supponendo che il muovimento del cono {li, B ) ubbia 
luogo nella direzione indicata dalla fre gia ogni punto della cir- 
conferenza (a òj a 2 b 9 . a a ) verrà a toccare successivamente 
la circonferenza sa, e il centro (b, b) descriverà nello spazio 
una circonferenza progettata orizzontalmente su quella avente 
per centro s e per raggio sb. verticalmente sulla parallela alla 
linea di terra condotta per b . Frattanto 1' origine della curva 
che si cerca si troverà sulla circonferenza s a nel punto 1 ad 
uua distanza da a determinata dall' ano a. 1 eguale alla lun- 
ghezza assoluta dell'arco (a. 1 . a . 1 ) che si potrà facilmente pren- 
dere sulla circonferenza a 2 c. mediante una piccola apertura di 
compasso. Si rettifichi la semi-circonferenza « 3 c.,. ed a partire da 1 
sene riporti la lunghezza col mezzo indicato sulla circonferenza 

17 
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sa dal punto 1 al plinto 7; dividasi in sei parti eguali l'arco 
1 . 7 , e queste si riportino anco alla sinistra del punto 7 : 1' ar- 
co 1. 7. 1 sarà eguale alla lunghezza assoluta della circonfe- 
renza o f C, e l'estremo 1' sarà il termine della curva doman- 
data, o la posizione presa dal punto (1, 1 ) allorché il cono 
mobile avrà compiuta un' intera rivoluzione colla sua base. 

Per determinare i punti interinedii della curva in questio- 
ne, per esempio il punto 2, riflettasi che nell' istante in cui 
il punto (6 2 , b ) corrispondente al secoudo punto di divisione 
della circonferenza mobile tocca quella fissa su, il punto ge- 
neratore (1, 1 ) dee trovarsi rispetto ad esso nella stessa posi- 
zione del punto (U>, 10') rispetto ad (a, a ) allorché gli assi 
dei due coni sono nei medesimo piano parallelo al coordinato 
verticale. Questa posizione è determinata dall' arco u. 10 della 
circonferenza descritta col centro s e col raggio s. 10, ed avente 
per projezione verticale la parallela ad L T condotta per 10 . 
Se dunque a partire dalla retta .v. 2 prendesi su quella circon- 
ferenza T arco u v 2 eguale adu. 10, il punto (2, 2 ) apparterrà 
alla curva richiesta. Similmente descrivendo la circonferenza 
s. 9 , e riportando su di essa Y arco v. 9 a partire dal punto 
intuii taglia la retta & 3, otterremo il punto (3, 3'); e così 
di seguito. 

Determinato il punto (7, 7 ) corrispondente alla posizione 
presa dal punto generatore (1, 1) allorché la semicirconferenza 
l. 7 si è svolta su quella fissa, basterà ripetere alla sinistra 
della retta s. 7 , e iu senso inverso, le stesse operazioni fatte 
alla destra. 

La curva così ottenuta ha evidentemente tutti i suoi punti 
equidistanti da (>. s') vertice comune dei due coni, e si trova 
perciò sopra la superficie d' una sfera avente quel punto per 
eentro, e per raggio il lato comune (su, s u ). Ter questa ra- 
gione, ed anco perchè la sua generazione è analoga a quella 
delle epicicloidi piane , le è stato dato il nome di epicicloide 
sferica. (* ) 

(*) IVr la generazione e le proprietà «Ielle cicloidi ed epicicloidi 
piane, si può consultare, la l'arte II del mio Corso di Matematiche 
IN'.' J^fi i; 291») . ove si danno pur* l'equazioni della epicloide storica 
*l X - ITU 
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Essa incontra noi punto (<», u ) il meridiano principi*!^ 
della sfora, e in conseguenza la sua projerione verticale de- 
ve resultare tangente in ti alla circonferenza s' a'. Il punto 
(7, 7 ) è il più alto della curva; quindi la parallela ad L T 
condotta per a" , e che ne determina la projezione verticale, 
sarà pure tangente alla projezione verticale della curva medesima. 

329. Tangente ali.' epicicloide .sferica. La tangente in un 
punto qualunque di questa linea può eostruirsi con due metodi. 
Cerchiamo le projezioni di quella corrisj>ondcnte al punto (5, 5). 

1. ° Metodo. Il punto (5, 5') appartiene alla sfera di rag- 
gio (s. 5, s'. 5): ma se consideriamo questo punto nel brevissi- 
mo istante in cui la circonferenza mobile, toccando la fissa 
nel punto corrispondente 5, passa alla posizione infinitamoutc 
vicina, si comprenderà che 1' arco infinitamente piccolo descritto 
sulla epicicloide dal punto generatore potrà ritenersi come ap- 
partenente ancora ad un'altra sfora di raggio (5.5, 5'. 5") e 
di centro (5, 5 "). Talché queir arco farà parte della interse- 
zione delle due sfere, e la quistione si ridurrà a cercare la tan- 
gente a questa intersezione. 

Condurremo adunque pel punto di contatto unu retta 
(5. x, 5 '..r ) parallela al coordinato verticale e perpendicolare 
al raggio (s. 5 , s'. 5), ed un'altra retta simile perpendicolare 
al raggio (5.5, 5'. 5"). Le perpendicolari ai medesimi raggi 
tirate per le loro traccie orizzontali x ed y saranno le traccie 
orizzontali dei piani tangenti alle due sfere, e il punto t ) 
comune a quest' ultime sarà la traccia orizzontale della tan- 
gente domandata, le projezioni della quale saran perciò t 5 et'. 5 . 

2. ° Metodo. Il piano determinato dai due raggi (s. 5, s . 5 ), 
(5.5. 5'. 5 ') resulta perpendicolare alla tangente domandata, 
poiché essa è Y intersezione di due piani tangenti respettiva- 
mente perpendicolari a quei raggi. Nel maggior numero dei 
casi, riescirà quindi cosa più semplice operare nel modo seguente. 

Si cerchi la traccia z del raggio (5.5, 5 5 ) sul piano 
nsa; e come la traccia dell" altro raggio sul medesimo piano 
è il punto la retta s' z' sarà parallela alla traccia verti- 
cale del piano dei due raggi. Quindi la perpendicolare ad .<?' s ! 
condotta per 5' sarà la projezione verticale della tangente. 

Si cerchi la traccia orizzontale r del raggio ( s\5. g'. 50; 
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e come ia traccia corrispondente dell* altro raggio è il punto $ 
Milla circonferenza sa, la rotta 5. r sarà la tracria orizzontali' 
del piano «lei due raggi. Quindi la perpendicolare alla retta 5. r 
condotta perla proiezione fi ilei punto ili contatto «ira la pro- 
iezione orizzontale della tangente. 

330. Osservazione. Le epicicloidi, le cicloidi, e le sviluppanti 
sì piane che storte 0 a doppia curvatura possono considerarsi 
come casi particolari dell'epicicloide sferica. 

1. " Supponiamo che il vertice comune t s. .v ) del cono mo- 
bile (B. B ) e del cono fisso (A, A') si allontani all' infinito ; 
ciascuno dei coni si trasformerà in un cilindro, e le due cir- 
onferenze basi delle loro superficie si troveranno in uu medesimo 
piano. In questo caso la curva generata è una epicicloide piana. 

2. ° Se mentre il vertice comune si è trasportato all' in- 
finito, il cono fisso (A, A t diviene un piano, la circonferenza 
della sua ba<o trasformasi in una linea retta alla quale la cir- 
conferenza dei cono mobile si mantiene tangente e in uno stesso 
piano con essa. La linea descritta da un punto qualunque della 
circonferenza mobile è allora una cicloide ordinaria. 

3. ° Supponendo ora che 1' angolo al vertice del cono mo- 
bile (b\l> ) aumenti fino a divenire USO", il cono stesso di- 
verrà un circolo avente il centro nel vertice comune (s, s) e 
il suo piano tangente alla superficie del cono fisso. L' epicicloide 
generata da uu punto della sua circonferenza, che si può co- 
struire col medesimo processo applicato all' epicicloide sferica 
ordinaria, prende in questo caso il nome di sviluppante sferica, 
ed è una curva storta. Osservando che il vertice del cono retto 
avente per base il circolo fisso è arbitrario, si può anche dire 
che la sviluppante sferica è generata da un punto d' una cir- 
conferenza che moia, senza strisciare, sopra un'altra circonfe- 
renza fissa, mantenendo il >uo centro in un punto scelto arbi- 
trariamente sopra una retta perpendicolare al piano della cir- 
conferenza fis-a. e condotta pei suo centro. 

i.° Infine, se quando il vertice comune è traspor- 

tato all' infinito, e in conseguenza i due coni sono divenuti due 
cilindri con le loro basi sopra un medesimo piano, supponesi 
che il cono mobile (7?, li ) divenga un piano, la circonferenza 
della sua base si trasformerà in una linea retta tangente alla 
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circonferenza fissa, e quindi nno dei punti di questa tangente 
descriverà una sviluppante piana della circonferenza medesima. 

331. Eternasi. 1.° Sopra un cilindro a sezione retta ellittica a- 
vente per assi em.*8 e cm. 5 costruire un'elica di cui il ptisso sia 
cin. 3, 50. 

2. ° Sopra un cilindro circolare, di cui il raggio ò min. 35, 
costruire due eliche aventi lo stesso passo di cu». 3 e distanti fra 
loro di cm. 1. 

3. " Duo ciliudri circolari e concentrici hanno cm. 4 e cm. 2 
di raggio: costruire sull'uno e sull'altro uu' elica di cui il passo 
sia cm. 3 essendo V origine d' entrambe alla medesima altezza. 

4. " Date le projezioni d' un elica o le traccie d' un piano con- 
durre una tangente ad essa che sia parallela al piano dato. 

5. " Costruire le projezioni d' una epicicloide sferica nel caso 
in cui il piano della base del cono mobile è perpendicolare a quello 
della base del cono fisso. 

6. " Costruire le projezioni dell' epicicloide sferica nel caso in 
cui il cono fisso si riduce ad un circolo, sulla circonferenza del quale 
ruota quella della base d' un cono mobile avente il vertice nel cen- 
tro del circolo fisso, mantenendosi costantemente tangeute al piano 
di quest' ultimo. 

7. " Costruire le projezioni d' una sviluppante sferica, e dimo- 
strare che le tangenti in tutti i suui punti sono egualmente incli- 
nate sul piano della circonferenza fissa. 

» 

CAPITOLO II. 

Delle superficie rigate in generale. 
Superficie sviluppabili. 

332. È stato dato il nome generale di superfìcie ri (fate a 
tutte quelle che sono luogo geometrico delle posizioni di una 
retta mobile, di cui il mHovimento è determinato. Questo muo- 
vimento è in generale determinato se si obbliga la retta ad 
appoggiarsi su tre direttrici fisse. Designamo con A, /?. C que- 
ste tre direttrici: prendati un punto della linea A e covtitui- 
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scasi vertice d' una superficie conica avente per direttrice la li- 
nea B e al tempo stesso d' un altra superficie conica avente 
por direttrice la linea C. Questi due coni, perchè hanno il me- 
desimo vertice, si taglieranuo almeno secondo una linea retta 
l i quale essendo una generatrice comune ad entrambi si ap- 
poggerà necessariamente su tutte e tre le linee A, li, C. Po- 
trebber.), per verità, le due superficie coniche tagliarsi secondo 
due o più rette, ma ognuno vede che il numero di queste ul- 
time deve esser finito, lo che fa conoscere che il muovimento 
della linea retta obbligata ad appoggiarsi sopra tre direttrici è 
sempre determinato. 

333. Noi abbiamo già studiate due classi di superficie ri- 
gite, le cilindriche e le coniche, nelle qu:ili il muovimento della 
generatrice era determinato perle prime da una sola direttrice 
e dalla coudizione che tutte le posizioni della generatrice fos- 
sero parallele fra loro ; per le seconde lo era pure da una sola 
direttrice, e dalla condizione che tutte le posizioni delle gene- 
intrici passassero per un medesimo punto. Nondimeno è facile 
accorgersi che la generazione di queste due classi di superficie 
può farei dipendere da quella generale sopra indicata, poiché le 
condizioni del parallelismo o del concorso in un medesimo punto 
possono esser sostituite da due direttrici tali che la generatrice 
obbligata a scorrervi sopra sodistì all' una o all' altra. 

334. Riprendiamo in esame il caso generale, e supponiamo 
die le due superficie coniche le cui intersezioni determinano le 
posizioni della generatrice, resultino tangenti T una all'altra in 
tutta la estensione della loro generatrice comune. Allora è evi- 
dente che le tangenti condotte alle due direttrici nei punti in 
cui la generatrice le incontra sono situate nel medesimo piano : 
per cui la generatrice stessa, quando nel suo movimento passa 
alla posizione infinitamente vicina appoggiandosi sugli elementi 
comuni a queste direttrici e alle loro tangenti, non cesserà di 
i^sere in quel piauo che le tingenti stesse determinano. Se ciò 
avviene per tutti i coni che determinano le posizioni della ge- 
neratrice se ne può inferire che la superficie generata in que- 
sto caso speciale è tuie che due posizioui consecutive della ge- 
neratrice si trov.nno in un medesimo piano. 

Essendo piani tatti gli elementi di questa superficie, noi 
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potremo far ruotare uno di ossi attorno alia generatrice die fa 
parte del consecutivo finché venga ad abbattersi sul piano di 
questo, e quindi il piano dei due elementi considerati attorno 
alla generatrice che fa parte del terzo finché siasi abbattute 
sul piano di quest' ultimo, e così di seguito. Per tal modo si 
fa manifesto che la superficie in quistione potrà tutta disten- 
dersi in un medesimo piano senza rottura nò addossamento delle 
sue parti: proprietà che costituisce in queste superficie un ca- 
rattere capace di distinguerle dalle altre, e per la quale si è 
dato loro il nome di superficie srilujipabili. 

335. Due Iblee qualunque sono sufficienti a determinare il 
movimento della generatrice di una superfìcie sviluppabile. 

Sieno AD, BC queste lineo (Fig. 170). Considerando un 
punto A della prima come vertice di una superficie conica 
avente per direttrice B C, e conducendo un piano tangente 
a questa per la retta.-! T tangente in -4. la generatrice di con- 
tatto A Jì. facile a costruirei, sarà pure una posizione della ge- 
neratrice della superficie in quistione. Poiché la retta A Te la 
tangente US alla curva BC nel punto B, si trovano nel me- 
desimo piano, e la retta A B passando alla posizione consecu- 
tiva percorre gli elementi delle direttrici comuni a queste e 
alle loro tangenti. 

Segue da ciò che se noi consideriamo successivamente tutti 
i punti A x . A 7 , J., ... della linea AI) vicinissimi fra loro, 
come vertici di altrettante superficie coniche aventi tutte per 
direttrice Y altra linea BC. e per le tangenti A/T^A^^A^ . . . 
conduciamo i respettivi piani tangenti a queste superficie, le 
generatrici di contatto A x B l% A 9 & % , A s B s . . . si troveranno 
due a due in un medesimo piano, e il loro luogo geometrico 
sarà una superficie sviluppabile, come si voleva dimostrare. 

336. Osskbyaziohi. I. Oli elementi rettilinei mi» 4 , m l m s ,m t ,m. ì ... 
compresi fra due incontri consecutivi delle generatrici formano 
una curva della quale le generatrici stesse possono considerarsi 
come tangenti. Questa curva non può esser piana, poiché altri- 
menti il luogo geometrico di tutte le generatrici sarebbe un 
piano; dunque possiamo concludere che: il luogo geometrico di 
tutte le tangenti consecutive d' una cun a storta è una superfi- 
cie sviluppabile-, o in altri termini: se wta retta A B Sì muove 
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nello spazio per modo da essere tangente tu Mte le site posi- 
zioni consecutive ai diversi punti di una curva storta VNU, 
la superfìcie generata da questa reità sarà sviluppabile. 

II. Giova rammentare che nello sviluppo il' una superficie 
sviluppabile le lunghezze delle diverse generatrici comprese fra 
due curve tracciate sopra di essa non variano, come non varia 
1' angolo fatto da due generatrici consecutive, 0 quello fatto da 
una generatrice colla tangente ad una curva nel punto in cui 
la incontra, e che soltanto variano gli angoli fatti dagli ele- 
menti consecutivi di questa curva, per cui nello sviluppo essa 
cambierà di forma. 

III. Se riguardiamo ciascuna generatrice A lì come com- 
posta di due parti Ani, m B 1" una situata al disotto e l'al- 
tra al di sopra del punto m di contatto colla curva VNU, si 
vedrà che la superficie presenta due falde distinte, delle quali 
una potrà dirsi falda inferiore, e 1' altra falda superiore. Ora 
quando si voglia passare da una falda all' altra percorrendo la 
superficie di una maniera continua ed in una direzione diversa 
da quella delle generatrici, è facile il dimostrare che questo 
passaggio non può aver luogo clic secondo una curva fsN ce, la 
quale presenterà un punto di regresso là dove incontra la 
linea VNU. 

Sia v n n (Fig. 171) la projezione della curva VNU(¥ig. 170), 
fatta sopra un piano orizzontale, ed a b, a x b l . . . sieno le pro- 
jezioni delle diverse posizioni della generatrice che saranno ne- 
cessariamente tangenti a v n u. Questa curva potendo conside- 
rarsi come la base del cilindro projettante l'altra VNU, le 
generatrici che sono proiettate in ab, a l b 1 ... non potranno 
penetrare in questo cilindro: talché le due falde della superfi- 
cie sviluppabile ne resteranno al di fuori, e sovra di esso si 
appoggeranno per tutta la lunghezza della curva VNU. 

Quando s' immagini che la generatrice precettata in a b 
muovasi senza strisciare sul cilindro, rimanendo tangente alla cur- 
va projettata in r n u , sarà facile a vedersi che essa percorrerà 
tutta la superficie sviluppabile: talché un punto qualunque & 
situato sulla parte superiore m b della generatrice andrà in que- 
sto movimento avvicinandosi al cilindro, venendo in /3 A allor- 
ché la generatrice sarà projettata in a l b l , poi in n quando 
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sarà progettata in a 2 b 2 . Al di là di questa posizione ii punto 
descrivente si troverà al di sotto del punto di contatto della 
generatrice finché questa continuerà a muoversi sul cilindro ver- 
ticale: di maniera che si allontanerà sempre più da questo ci- 
lindro, e verrà in a 3 nella posizione u 3 & 3 , in a 4 nella seguente 
posiziono a A b 4 . . . . Laonde si vede chiaramente che la curva 
progettata in [i ft x n a 3 a 4 e descritta dal punto progettato in |S, 
si compone di due rami, che presentano un punto di regresso 
in », e dei quali il primo elicsi trova projettato in jSjSjM sarà 
situato sulla falda superiore della superficie, e 1' altro che è 
projettato in w a 3 « 4 sulla inferiore. 

Per questa ragione alla curva V N ?7(Fig. 1 70) formata dalle 
intersezioui consecutive di tutte le generatrici si dà il nome di 
spigolo di regresso. 

Le superficie cilindriche e le superficie coniche fanno parte 
evidentemente della famiglia delle superficie sviluppabili. Lo 
spigolo di regresso nelle cilindriche si trova ad una distanza 
infinita, potendo riguardarsi Y incontro di due generatrici con- 
secutive in queste come avente luogo all' infinito. Nelle super- 
ficie coniche lo spigolo di regresso è ridotto ad un punto unico 
che è il vertice. 

IV. Immaginiamo condotto per una data generatrice un 
piano che interseclii la superficie sviluppabile. La intersezione 
si comporrà di quella generatrice e d' una curva alla quale la 
generatrice stessa resulterà tangente nel punto in cui tocca la 
costola di regresso. Ma la parte curva della intersezione non 
avrà regresso. Per rendersi conto di queste conclusioni basta 
studiare, come abbia m fatto nel caso precedente, il cammino 
percorso da un punto che si muove sulla generatrice conside- 
rata mentre questa genera la superficie. 

337. H piano die tocca ttna superficie sviluppabile in un 
punto qualunque P è tangente alla superfìcie medesima per tutta 
la lunghezza della generatrice A P m B c/*e passa per il punto 
di contcUto. (Fig. 170) Infatti tutte le curve AD, PX, BC. . 
tracciate sulla superficie per i diversi punti A , P, B . . . della 
generatrice APmB hanno i loro elementi lineari AA V V P v B B t 
situati nel piano delle due rette infinitamente vicine A m B , 
A l tn i B x ; talché può dedursene che questo piano comprende 
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tutte le tangenti in / . P, Ji . . . a questo curve , e per con- 
seguenza non vi è che un solo e medesimo piano A m x A,} o 
li A T che tocchi la superficie sviluppabile per tutta la lun- 
ghezza della generatrice A m B. 

Resulta da ciò un modo facile per eostruire il piano tan- 
gente aduna superficie sviluppabile, dato il punto di contatto Q : 
poiché basta farlo passare per la generatrice A Q Ji . e per la 
tangente A T ad una curva qualunque tracciati su quella, e con- 
dotta per il punto in cui questa curva incontra la generatrice 
predetta. 

338. Ossekvazioxi. I. Dacché il piano tangente ad una su- 
perficie sviluppabile contiene due generatrici infinitamente vicine 
che sono tangenti alla sua costola di regresso, se ne può infe- 
rire che questo piano è osculatore della costola medesima nel 
inulto in cui è toccata dalla generatrice di contatto. 

II. Il coutorno apparente d' una siqKirficie sviluppabile 
è formato dalle generatrici luugo le quali il piano tangente è 
perpendicolare al coordinato. Ma la costola di regresso è oscu- 
latrice di tutti i suoi piani tangenti; quindi la sua projezione 
su quel coordinato presenterà una inflessione là dove incontra 
ciascuna delle generatrici del contorno apparente (N°. 316. 2.°). 

339. Se un piano V taglia una superficie sviluppabile, 
e nel tempo stesso è normale ad essa in un punto M, la tra- 
sformata della se -ione sullo sviluppo della superfìcie avrà una 
inflessione al punto corrispondente ad M. (Fig. 172). 

Sia BbC un' elemento d' una superficie sviluppabile pre- 
ceduto e susseguito dai due che sul piano del primo hanno per 
projezioni A a li. Ce/): e sia inoltre PQ la traccia d'un 
piano perpendicolare all' elemento li b C, il quale intersechi la 
generatrice A a nel punto projettato in i, e la generatrice D d 
nel punto projettato in e. 

Immaginiamo che la superficie considerata si sviluppi sul 
piano // b C: V elemento A a B dovrà ruotare attorno B a, e 
il punto rappresentato in i, dopo aver descritto un 1 arco avente 
il centro nel piede della i p perpendicolare all' asse li a verrà 
a collocarsi sulla p i ad una distanza p i l maggiore di p i, che 
è la projezione del raggio di quell'arco. 1/ elemento C c 7) ruo- 
terà attorno Cb, e il punto projettato in e verni per analoga 
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ragione a collocarsi sulla m e, perpendicolare a CO. ma alla di- 
stanza me ì maggiore di me. Così i duo clementi f i v <jc l 
della trasformata vengono a disporsi Y uno al disopra 1' altro 
al disotto del prolungamento dell' elemento fy, e per conse- 
guenza la trasformata ste sa avrà una inflessione nel punto cor- 
rispondente a questo elemento. 

La dimostrazione suppone che dei due angoli afP, bgQ 
V uno sia acuto e 1' altro ottuso ; ma si potrà sempre conside- 
rare la generatrice c C tanto vicina all' altra b li da ritenere 
che una tale coudizione sia sodisfatta. Non v' ha eccezione che 
pel caso in cui il piano P Q è perpendicolare alla generatrice 
Bb\ allora i punti i 1 ed e ì si trovano sul prolungamento di 
f g, ossia sulla traccia PQ del piano secante. 

340. Osservazioni:. Le superficie sviluppabili più di frequente 
usate nella pratica sono le coniche eie cilindriche. E quindi cosa 
interessante saper determinare in ogni caso i punti della se- 
zione nei quali un piano secante resulta normale alla superfi- 
cie medesima. 

1.° Se trattasi d'un cono (C , (Fig. 173) tagliato 
da un piano PHP', condurremo pel vertice una per- 

pendicolare al piano secante, e trovatane la traccia orizzontale 
a tireremo per essa le tangenti possibili ab, a c alla traccia 
del cono. Queste sarauuo le traccie di altrettanti piani tangenti 
evidentemente perpendicolari al piano secante ; e perciò i punti 
(mi. m ) ed («, ri) in cui questo incontrerà le generatrici di 
confitto saranno quelli nei quali è normale al couo. 

Se dalla traccia ri della retta tirata pel vertice (», »') 
non potasse condursi alcuna tangente alla traccia del cono, non 
esistcreblic punto della sezione in cui il piano secante fi nor- 
male al cono, e quindi nemmeno la trasformata sullo sviluppo 
avrebbe inflessione. 

Li trasformata della traccia del cono presenterà pure due 
inflessioni nei punti corrispondenti ai piedi r ed 8 delle gene- 
ratrici del contorno apparente. Poiché le projezioni Vt e vs 
di queste generatrici sono anco' traccio di piani verticali tan- 
genti al cono e perciò perpendicolari al piano della sezione che 
è il coordinato orizzontale; onde ai ponti di contatto >' ed s 
questo coordinato è normale alla superfìcie del cono. 
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Applicando queste costruzioni alla ricerca dei puuti d 1 in- 
flessione sulla trasformata della sezione piana fatta nel cono 
(K, V) della Fig. 150, trovasi che la perpendicolare al piano 
socante S It S coincide con la generatrice ( V n, V n ). È que- 
sto il caso eccezionale contemplato al N.° 330 ; la trasformata 
avrà dunque le tangenti in u l ed n a perpendicolari alle gene- 
ratrici UD. U D l . siccome abbiamo notato al N.° 273, e ri- 
volgerà la sua convessità al vertice V, ma in questi punti man- 
cherà il carattere proprio della inflessione. 

Cercandoli per la sezione iperbolica della Fig. 152, si os- 
serva che la perpendicolare al piano secante S li S' condotta 
pel vertice ( V, V) del cono incontra la base della falda su- 
periore nel punto (ij, y \ onde la tangente yx condotta a 
quella base dimostra che la trasformata della sezione medesima 
avrà due punti d' inflessione situati sulla generatrice projettata 
in Vx, e sulla sua simmetrica rapporto a VA. Riporteremo 
dunque la lunghezza assoluta dell' arco Bx sulla Fig. 153, 
a partire da h\ in b 2 x 2 e //.. r 3 . e tirate le rette V s x„, V s x 3 
conosceremo i punti d'inflessione ? 3 . 

2.' Se trattasi d'un cilindro (D , D). (Fig. 174), ta- 
gliato dal piano PRP , condurremo per un punto qualunque 
(o, o') uua retta parallela alle sue generatrici ed un' altra retta 
perpendicolare al piano secante ; costruiremo le loro traccie a 
e i, e tireremo la de parallela ad a h e tangente alla traccia 
del cilindro. Questa sarà la traccia d'un piano perpendicolare 
al piano secante e tangente al cilindro luugo la generatrice a- 
vente il piede in e. Il punto (m,m') comune a questa genera- 
trice e al piauo secante, sarà il punto della sezione in cui il 
piano medesimo resulta normale al cilindro, e per conseguenza 
quello corrispondente all' inflessione della trasformata. 

Il problema è possibile ogni qualvolta si può condurre al 
cilindro un piano tangente parallelo ad una retta data, ed am- 
mette tante soluzioni quanti sono i piani tangenti che sodi- 
sfanno a tale condizione. 

Ancora pel cilindro, come pel cono, cercando la trasfor- 
mata della traccia, troveremo una inflessione nei punti corri- 
spondenti ai piedi r ed s delle generatrici del contorno appa- 
rente rispetto al coordinato orizzontale. 
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C'osi pel cilindro della Fig. 141 sono piani tangenti per- 
pendicolari al piano secante S lì S quelli di cui le traccie 
sono tangenti in Q e D alla traccia del cilindro. Le genera- 
trici di contatto sono incontrate dal piano secante in punti pro- 
jettati verticalmente in C ; quindi nei punti c e ti della tra- 
sformata (Fig- 1**2» avrà luogo inflessione, siccome in altro 
modo dimostrami io. 

Tel cilindro della Fig. 14 3. i punti corrispondenti alle in- 
flessioni della trasformata della seziono relativa si troveranno 
sullo generatrici aventi i piedi alle estremità del diametro 
della traccia o a che è parallelo alla traccia V W del piano 
secante. 

Infine per la trasformata ifi l (Fig. 145) della base del 
cilindro obliquo rappresentato nella Fig. 1 14 si troveranno le 
inflessioni in con corrispondenti ai piedi e e fj delle genera- 
trici del suo contorno apparente rispetto al coordinato orizzon- 
tale : e sulla trasformata P N 1\ della sezione prodotta dal 
piano S R 8' si troveranno a brevissima distanza dalle gene- 
ratrici precedenti, e precisamente su quelle di cui i piedi so- 
no alle estremità, del diametro e v y x perpendicolare alla dire- 
zione della retta x y, a cui debbono essere parallele le traccie 
dei piani tangenti perpendicolari al piano secante. 

341. Cono direttore. Se immaginiamo le generatrici d'una 
superfìcie rigata trasportate parallelamente a se stesse fino a 
passare tutte per un punto arbitrariamente scelto, si ottiene 
un cono, al quale è stato dato il nome di cono direttore, della 
superfìcie. 

Negli esempii di superfìcie che ci proponiamo di esaminare 
vedremo come questo cono sia talvolta di secondo grado, ed an- 
che di rivoluzione. 

Per le superficie sviluppabili esso serve a risolvere con fa- 
cilità, i principali problemi relativi alla costruzione del piano 
tangente, e a far riconoscere 1' esistenza dei rami infiniti nelle 
loro sezioni piane. Basta per ciò determinare le generatrici del 
cono direttore che sono parallele al piano secante, e ritrovare 
in seguito le loro analoghe sulla superficie data. La interse- 
zione poi dei piani tangenti lungo queste generatrici col piano 
secante ne saranno gli asintoti. 
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342, Le superficie sviluppabili che hauno uumerosr appli- 
cazioni nella <ì< termi unzione delle lince d* ombra e di penom- 
bra sulla superficie dei corpi opachi, possono essere detcrminate 
in molte maniere, le quali tutte si riassumono nel muovimento 
d' un piano, siccome avremo luogo di notare parlando delle su- 
perfìcie inviluppi. Il lettore cui talenti avere più estese cogni- 
zioni sui modi diversi di ottenere questa classe di superficie 
può consultare con molta utilità 1' eccellente trattato di Geo- 
metria Descrittiva del Sig. De La Gournerie. 



CAPITOLO III. 
Coiio elicoidale — Elicoide .sviluppabile. 



Cono ELICOIDALI. 

343. Se per uu punto qualunque dello spazio conduce-si una 
serie di rette che si appoggino sopra un' elica (a beed, a' b' c' e' d') 
(Fig. 175) si fonua il cono elicoidale, di cui la superficie è 
evidentemente sviluppabile. Supponiamo questo punto preso sul- 
r asse in ( 0,0 ), e cerchiamo la traccia orizzontale della super- 
ficie. 

Si considerino perciò due generatrici qualunque (0 6, 0 b ), 
(0»«, 0 m ) che passano pei punti (b.b) ed (m, m') dell'eli- 
ca, e se ne cerchino le traccio p e q. Conducasi pel vertice 
del cono il piano orizzontale 0 ' N\ il quale taglia Y elica in 
( c, c ). e prendendo questo punto per origine degli archi e in, e b 
determinati sulla base dell' elica dalle projezioni orizzontali delle 
generatrici, s' indichino con s> ed s> gli angoli misurati da que- 
sti archi. Se facciamo ora ruotare le generatrici considerate at- 
torno all' asse finché sieno divenute parallele al coordinato ver- 
ticale si otterranno i triangoli simili O b"p\ 0 m k' dai 
quali deducesi 

h p :h 0 : : *' m : /• O 
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anco i duo triangoli 0 è ' q' ed 0 i b' sono simili, e perciò 

b q :b 0 : : k ni : b' 0 
Designando con p e et le luaghezzo dei raggi vettori corrispon- 
denti ai punti p e q della traccia cercata, le proporzioni pre- 
cedenti forniscono la terza 

pio ::b 0 : k 0 ' 
Ma in grazia della generazione deli* elica (N\* 321) si ha: 

b 0 ' ih' 0 ne b : e m : : « : <d 
dunque fi : p i : s> : oj e per conseguenza p o> ss p ti ' . La traccia o- 
rizzontale del cono elicoidale è quindi una curva tale che per 
ciascuno dei suoi punti il prodotto del raggio vettore p e del- 
l' angolo polare <V) corrispondente è costante. Questa curva ha 
la forma x y aqp d' una spirale ed è conosciuta sotto il nome 
di spirale iperbolica. 

344. La tangente in un punto p di questa curva ò la trac- 
cia orizzontale del piano tangente al cono elicoidale condotto 
lungo la generatrice (Om, 0' ni). Questo piano contiene anco 
la tangente in (w, ni) all' elica direttrice, della quale la trac- 
cia orizzontale trovasi in t sulla sviluppante della circonferenza 
Oa (X. 324); dunque tp sarà la tangente domandata. 

La tangente alla spirale nel punto in cui è incontrata dalla 
generatrice (0 fi, 0' fi ), che è orizzontale, sarà un 1 asintoto; poi- 
ché quel punto si trova ad una distanza infinitamente grande. 
Tuttavia il piano tangente del quale essa è traccia orizzontale 
contenendo la generatrice medesima, conterrà anco la tangente 
all' elica nel punto (e, e ). La traccia orizzontale di quest' ulti- 
ma è il punto r, e siccome bisogna congiungere r colla traccia 
della generatrice (Oc, 0,e ) che trovasi all' infinito, si vede 
che la parallela ad 0 e condotta per /' sarà la traccia orizzon- 
tale del piano tangente al cono, e al tempo stesso 1* asintoto 
della spirale iperbolica. 

E facile riconoscere che questo asintoto è tangente in r 
alla sviluppante della base dell' elica. 

345. Considerando tutte le generatrici del cono elicoidale 
che si appoggiano sui punti dell' elica situati al di sotto del 
punto (e, e ) si vede pure come le loro traccio orizzontali si 
approssimano indefinitamente al punto O senza mai raggiun- 
gerio. e che avverrebbe lo «tesso per tutte le generatrici ap- 
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poggiali tisi in punti situati ;d disopra del puntole/), il luogo 
geometrico delle trame di queste ultime sarebbe una curva i- 
dentiea alla spirale precedente, ma disposta simmetricamente. 
Il punto 0 chiamasi punto asintoto della spirale iperbolica. 

Elicoide sviluppabile. 

346. Un' altro esempio, notevole di superficie sviluppabili 
ci è offerto dal luogo geometrico di tutte le tangenti ad una elica 
circolare, e che si chiama (litoide sviluppabile. 

Sia AB CD E (Fig. 176) la base o projezione orizzontale 
dell'elica, {A, A") la sua origine; A A il passo. Costruendo 
i* elica direttrice e ai diversi suoi punti le tangenti relative, 
si ottiene facilmente la rappresentazione grafica della superfi- 
cie. Però questo metodo non è il più conveniente ; e giacché 
possono le posizioni delle tangenti medesime esser costruite in- 
dipendentemente dall' elica, meglio è che questa resulti dalle in- 
tersezioni consecutive delle loro projezioui verticali. 

Supposto Tasse verticale, sappiamo già (N. 'A2-Ì) che il 
luogo geometrico dei piedi di tutte le tangenti sul coordinato 
orizzontale è una sviluppante «Iella sua base A lì C D E, la 
quale Ini per punto di regresso quello in ce: 1' elica è da essa 
incontrata ; quindi la traccia orizzontale delia superficie è una 
sviluppante della base del suo spigolo di regresso. Qualunque 
altro piano orizzontale produrrà nella superficie medesima una 
sezione della -te- -a natura, e sarà una sviluppante della curva 
seguendo la quale il piano stesso interseca il cilindro su cui è 
descritta V elica direttrice. 

Conducasi il piano orizzontale L l 1 \ pe: il punto .1 e- 
stremità superiore del passo dell'elica. La projezione orizzon- 
tale della sezione sarà una sviluppante del circolo A lì C D E 
che avrà per punto di regresso quello stesso appartenente alla 

tracria orizzontale; onde se questa è la curvavi abedA t 

la sezione prodotta dal piano L i i\ sarà rappresentata dalla 
linea A d x e x b x a t A 9 :.. , Ciò posto è manifesto che precet- 
tando i diversi punti della prima curva sulla linea di terra, e 
i corrispondenti punti della seconda curva sulla retta //, T t 
le congiungenti respettive di queste proiezioni saranno proie- 
zioni verticali di altrettante generatrici. 
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So la base A B CD E è una circonferenza, la si divida 
in un numero suftìcienlemento grande di parti eguali ; per 
ciascun pillilo di divisione conducasi una tangente, e si co- 
struisca la sviluppante A. ab ed A ^ che supporremo essere- 
la sezione prodotta nella superficie dal coordinato orizzontale. 
Per avere Y altra sviluppante A„ a y b x c x ii x A osserveremo che 
la tangente A A n dovendo es-ore eguale alla lunghezza asso- 
luti della circonferenza A li C D E siccome lo è la tingente 
A A v tutti gli altri punti a v b v c 1 . . . . si troveranno prolun- 
gando lo tangenti av.JtB, eC di quantità tali flffltj, Bb v 

Ce. .... che le parti u o., bb 1 e c, di questo t. ingenti com- 
prese fra lo due sviluppanti sieno tutte eguali ad A A Q — A A v 
Ciò fatto projetteremo ciascun punto A, a, b, c . . . . sulla linea 
xli terra ; i punti corrispondenti, A 2 . a v b v C x . . . . sulla retta 
L l T ì e le congiungenti A ' A.,, a' a \J> l> v r e , . . . . saranno le 
proiezioni verticali delle generatrici della superficie, le intersezioni 
consecutive delle quali ne rendono manifesto lo spigolo di regresso. 

347. Rilievo dlli/ elicoide .sviluìtauili:. Da ciò clic precedo 
resulta potersi l' elicoide sviluppabile costruire in rilievo con 
molta facilità. Basterà a tale oggetto disegnare sopra una la- 
stra metallica o una tavoletta bene spianata Un circolo A B C D E 
e la sua sviluppante A a bc A l tale ch« 1' ultima tangente 
AA X sia eguale alla circonferenza del circolo. Sopra un'altra 
lastra o tavoletta simile disegnare il medesimo circolo e la stessa 
sviluppante per modo che, poste le due lastre L'una al di so- 
pra dell'altra e orizzontali, i centri dei due circoli si trovino 
sopra una medesima verticale, o così pure le origini delle due 
sviluppanti, le quali però abbiano una posizione simmetrica ri- 
spetto al piano verticale che passa per i centri dei due circoli 
e le origini medesime. Si procuri inoltre che la distanza a cui 
sono poste le due lastre sia eguale al passo dell' elica, o poi si 
uniscano per mezzo d 1 un filo l 1 origine o il punto di regresso 
della sviluppante inferiore coir ultimo puuto jlclla superiore; il 
penultimo di questa col secondo della prima, e cosi di seguito. 

Avendo anche Y avvertenza di praticare nelle due lastre 
un' apertura circolare concentrica al circolo su di esse disegna- 
to, si renderà visibile lo spigolo di regresso della superficie, che 
è l'elica resultante dalle intersecazioni successive di tutti i tìli. 

is 
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Pboblkma I. Per n?» punto dato sopra una eliconie svduppa- 
bile condurre un piano tangente (Tig. 170,). 

348. Sappiamo che il piano tangente ad una superficie svi- 
lappatole in un punto dato, è tale anche per tutti i punti della 
generatrice che passa per quello di contatto : lo stesso avrà 
luogo dunque per 1' elicoide sviluppabile. 

Sia t la projezione orizzontalo del punto di contatto asse- 
gnato ; la retta p i P tangente al circolo A li V D E sarà la 
projezione orizzontale della generatrice di contatto; e projettan- 
do /> in p', P in P\ la p' P' ne sarà la projezione verticale: 
quindi otterremo quella i del punto di contatto. 

Il piano tangente conterrà non solo la generatrice (PiP t p'i'jP ) 
ma anche la tangente nel punto p alla sviluppante AabcA^^ 
traccia orizzontale della superficie. Se conduciamo questa tan- 
gente p V possiamo dire risoluto il problema, poiché essa è la 
traccia orizzontale del piano cercato. La traccia verticale Vr 
si otterrà conduceudo per (t, i) unii orizzontale (it, i l'i ). 

La tangente p V deve es^er perpendicolare alla retta p P, 
poiché questa è normale in p alla sviluppante del cerchio 
APODE; e siccome la orizzontale (o~, o'~) è perpendico- 
lare anch' essa alla ,(;> P, p P ) il piano tangente conterrà pure 
quella orizzontale che è il raggio del cilindro projettante l' e- 
lica direttrice condotto al punto di contatto della generatrice 
contenuta nel piano stesso. 

Questa proprietà serve pure a determinare il piano tan- 
gente all'elicoide sviluppabile, e può talvolta essere utile per 
completarne la rappresentazione grafica. 

349. Osservazioni. I. I piani tangenti condotti lungo le ge- 
neratrici (A A 2 , A' A' t ), (A l A. A \ A '"), (c e v c c' x ) riescono 
evidentemente perpendicolari al coordinato verticale; talché le 
generatrici stesse determinano il contorno apparento della su- 
perficie rispetto a quel coordinato, e la sua projezione resul- 
terà perciò dal sistema delle tre rette A A „, A x A .e c v 

Il contorno apparente sul coordinato orizzontale è detcr- 
minato dalla projezione orizzontale dello spigolo di regresso elio 
è il circolo di raggio 0 A. Ma per la porzione di superficie 
da noi considerata, bisogna aggiungere a quei circolo anche le 
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lince miste A b v A y A d x v x A v e le parti A 2 <», b l s d A L 
delle due sviluppanti, dello quali la prima appartiene alla pro- 
jeziono orizzontalo della traccia della superficie sul piano L x T v 
e la seconda alla tracci:» orizzontale della superficie inedt^ini;!. 

II. Il cono direttore 341) doli' elicoide sviluppabile 
è di rivoluzione perchè le generatrici di questa sono egualmente 
inclinate sul coordinato orizzontale. Ksso ofire per la costru- 
zione del piano tangente in un punto dato della superficie 
un' altro mezzo in alcuni c:usi utilissimo. 

Prendaci infatti per vertice del cono un punto dell' asse 
{(), A' A ). e precisamente quello di cui la proiezione verticale 
è O comune ad A A " e alla projezionc verticale c c', della 
generatrice 0 n parallela al coordinato verticale: tirando Or, 
parallela ad L T, la retta (0 c 3 , O 'c ) farà col coordinato o- 
rizzontale un' angolo eguale a quello di tutte le generataci 
dell' elicoide, e in conseguenza la circonferenza di raggio O c 2 
sarà la traccia del cono di cui si tratta. 

Il piano tangente all' elicoide nel punto (i, i) contiene la 
generatrice p i P e quella consecutiva da cui essa è incontrata 
(X." 337); e se consideriamo la generatrice 0 p t del cono 
parallela ad i J\ il piano tangente a quest'ultimo lungo Op L 
conterrà pure oltre questa anche la generatrice consecutiva, la 
quale è parallela all' altra considerata sull' elicoide e che in- 
contra la i V. Ne segue che il piano tangente al cono lungo 
Op t deve esser parallelo a quello domandato per l'elicoide, e 
che per conseguenza le sue traccio p t V l e V l r \ dovranno 
resultare parallele a p V e Vr . 

In grazia di questa proprietà è dato stabilire, che tutti 
i piani tangenti all' elicoide sviluppabile sono egualmente in- 
clinati sul coordinato orizzontale , facendo con questo Io stesso 
angolo fatto dalle generatrici della superficie. 

III. La costruzione del piano tangente ad ogni altra su- 
perficie sviluppabile può eseguirsi in modo analogo. Se G è. la ge- 
neratrice che passa pel punto di contatto dato, condurremo nel 
cono direttore corrispondente la generatrice g parallela a G. 
Costruiremo il piano tangente T a questo cono seguendo <j\ e 
per la retta G condotto uu piano parallelo a T questo sarà il 
piano tangente richiesto. 
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Problema li. Costruire il piano tangente ad un' elicoide svilup- 
pabile coìulotto per un punì ) esterno (Fig. 176). 

:;.">'). Sia [Q y (J ) il punto dato: conduciamo per esso una 
retta A\ Q Jt ) parallela alla generatrice {A A x , A" A' X 
la quale essendo parallela al coordinato verticale fa conoscere 
la inclinazione comune a tutte le generatrici dell' elicoide. Im- 
maginiamo il cono che ha per vertice il punto dato, e che 
sarebbe generato dalla rotazione della retta (Q 7?, Q' II ) : que- 
sto sani il cono direttore dell' elicoide, ed ogni suo piano tan- 
gente passerà per il punto dato e farà cui coordinato orizzon- 
tale T angolo comune a tutti i piani tangenti della superficie 
(N. 310 IL). Per trovare fra i piani tangenti al cono quello che 
ò pur tangente alla superficie data basterà osservare che la sua 
trac cia orizzontale sia ad un tempo tangente alla circonferenza 
Q A* e alla traccia orizzontale della superficie medesima che è 
la sviluppante Abeti A t : ed allora si potrà conoscere la ge- 
neratrice di contatto, e completare la rappresentazione grafica 
del piano richiesto. Condotta dunque Z \Y tangente a queste 
due linee, e detcrminato il punto di contatto ni, la retta 
(mQl, tri Q 1) sarà la generatrice del cono che deve trovarsi 
sul piano tangente, il quale rimarrà così de termi mito da quella 
retta e dalla traccia Z W. 

La generatrice di contatto Bull' elicoide dovrà esser paral- 
lela ad (»! I, tri l ) : per cui quando occorresse determinarla, 
lo che avverrà nel maggior numero di casi, si opererà nel se- 
guente modo. Pel centro del circolo A B C D E tireremo una 
perpendicolare ad mi; questa farà conoscere il punto E in cui 
la proiezione orizzontale della generatrice cercata tocca la sua 
circonferenza: allora la tangente in E dovrà, se il diseguo è c- 
satto, incontrare la Z W in un punto n che sarà il punto di 
contatto della traccia orizzontale del piano tangente con quella 
della superficie data; così potremo costruire la proiezione ver- 
ticale ri o' della gene ratrice in quistione. La traccia verticale 
del piano tangente sarà Z \Y . 

P>51. OstXRV AZIONE, La traccia orizzontale della .superficie 
di cui si tratta è una spiralo, della quale i giri attorno al- 
la sua sviluppili ABC DE souo iti numero infinito se iu- 
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imito è il numero dei punti in cui la elica direttrice taglia la 
verticale del punto A. Ma come V asse dell' elica ha sempre 
una lunghezza determinata nelle applicazioni, così anche il nu- 
mero dei giri suddetti avrà un limite. 

Ora è manifesto che le costruzioni precedenti non possono 
aver luogo quando la traccia Q li del cono direttore fosse tutta 
dentro il primo giro della sviluppante A a h e d A . : non po- 
trebbe allora condursi alcuua tangente comune alle duo linee, 
e il problema sarebbe impossibile. Se la circonferenza Q R ta- 
glia il giro suddetto, o più d' uno dei giri presentati dalla traccia 
orizzontale della superficie, o, non aveudo con essi alcun punto 
a comune, rimane per intero al di fuori della traccia mede- 
sima, le costruzioni precedenti saranno sempre possibili, e il 
problema potrà ammettere due o più soluzioni. Così travasi nel- 
la Fig. 17G un secondo piano tangente che ha per traccia Z v W v 

Problema III. Costruire un piano tangente ali elicoide sviluppa- 
bile parallelo ad una retta data (Fig. 176). 

352. Anche in questo caso ricorreremo al cono direttore della 
superficie. Sia (cf, e' f) la retta data: per uuo qualunque 
de' suoi punti (g, g) conduciamo una retta (gh, g' h ) paral- 
lela ad (A A l , A " A\), e descriviamola circonferenza g h che 
sarà la traccia del cono direttore avente per generatrice (g A, g h ) 
o per vertice il punto (g, g '). Ogni piano f 11' e tangente a 
questo cono e condotto per la retta data, farà col coordinato 
orizzontale V angolo comune a tutti i piani tangenti all' eli- 
coide, onde ogni piano tangente a questa e parallelo al piano 
f fi' e' risolverà il problema. 

Conducasi Vr tangente alla traccia orizzontale della su- 
perficie e parallela ad f R : si trovi la generatrice di contatto 
]> V operando come nel problema precedente , cioè conducendo 
per il centro 0 della sviluppata A B C D E una perpendicolare 
alla projezione orizzontale g k della generatrice di contatto del 
cono direttore ; per mezzo del raggio del cilindro precettante 
1' elica e corrispondente al punto o per mezzo di una retta 
parallela ad (/e, f e ) condotta per un punto qualunque della 
generatrice (p P, ji V ». si cerchila traccia verticale del piane 
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tangente lnugo questa generatrice, e se essa resulterà paralleli 
ad li' c' il disegno sarà esatto, e il piano così detcrminato sarà 
il piano tangente richiesto. 

Questa precauzione è necessaria, poiché dal solo parallel- 
lismo delle traccie orizzontali non può dedursi che due piani 
sieuo paralleli. Non di meno può riconoscersi quale delle tan- 
genti alla sviluppante A b c d A v e parallele alla retta f R', pos- 
sono esser traccie orizzontali di piani che sodisfanno al problema, 
osservando alla inclinazione della generatrice corrispondente. 
Quando questa generatrice non ò parallela a quella secondo cui 
il cono direttore è toccato dal piano ausiliario f II' è chiaro 
che il piano tangente che la contiene non risolve il problema. 

353. Osservazioni. I. Il problema proposto, quando è possi- 
bile, ammette sempre in generalo due soluzioni; poiché un' al- 
tro piano tangente fk l può condursi al cono(#, g ) e che avrà 
il suo parallelo corrispondente r x v r sull' elicoide. Tuttavia due 
o più piani tangenti a quest' ultima e paralleli ad un medesimo 
piano ausiliario f li' possono trovarsi, se la traccia orizzontale 
della superficie fa più giri attorno alla sviluppata base dell' elica. 

Il problema e impossibile allorché la traccia orizzontale/* 
della retta data trovasi dentro la traccia del cono direttore, 

II. Per qualsivoglia superficie sviluppabile può impiegarsi 
utilmente e in modo analogo il relativo cono direttore, allorché 
ne sia domandato il piano tangente da condursi per un puuto 
esterno, o parallelamente ad una retta data. 

Foiché se dovrà quello condursi per un punto esterno, si 
prenderà questo per vertice del cono direttore, e il piano tan- 
gente cercato passando per la generatrice G della superficie e 
per quel vertice conterrà pure la generatrice <j del cono che 
è parallela a G. Ma in grazia della natura di queste due su- 
perficie anche le generatrici corrispondenti e consecutive G' e ij 
sono contenute nel medesimo piano ; perciò esso é pure tangente 
al cono direttore, e la sua traccia orizzontale dovrà essere tan, 
gonte a quella della superficie data non che alla traccia del 
cono, ee. Però non tutte le tangenti comuni alle «lue traccie 
corrispondono ad una soluzione del problema: è necessario che 
le generatrici di contatto sulle due superficie resultino parallele. 

Quando abbiasi a condurre il piano tangente parallelamente 
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ud una retta data, si porrà il vertice del cono direttore in un 
punto della retta medesima, o in altro punto se meglio con- 
viene. Conducasi poi un piano tangente / al cono direttore e pa- 
rallelo alla retta data, e si determina la generatrice di con- 
tatto g. Si cerca sulla sviluppabile data la generatrice 0 pa- 
rallela a g, e il piano T parallelo a / coudotto per (x sarà il 
piano tangente domandato. 

Prohllma IV. Costruire la intersezione deH' elicoide sviluppabile 
con un cilindro concentrico a rptcllo su cui i- tracciai u /' dica 
direttrice. (Fig. 177) 

334. Sia (ab c d e f, a' b c' d' e' /*'.... ) l 1 elica direttrice : 
(aa l , a a x ), (6 6 A , h b' j . . . . siono le generatrici dell' eli- 
coide, che noi non prolunghiamo al di là dello spigolo di re- 
gresso per non complicare di troppo la tigura, e la circonfe- 
renza di raggio 0 M sia la traccia orizzontale del cilindro 
secante. Questa sarà pure la projezione orizzontale della inter- 
sezione; e perciò se da tutti i punti a x , b lt e,, (i x ....incili 
questa traccia taglia le projozioni orizzontali dello generatrici 
s'inalzano delle perpendicolari alla linea di terra tino all' in- 
contro dello respettivc projozioni verticali delle generatrici me- 
desime, otterremo la curva a ì b' l c' t d \ . \ . . che ne sarà la 
projezione verticale. 

Si dimostra facilmente che questa intersezione ò un 1 elica 
avente lo stesso passo dell' elica direttrice. Infatti le porzioni 
delle generatrici comprese* fra i due cilindri Of\ OM sono e- 
guali, perchè queste generatrici sono egualmente inclinate sul coor- 
dinato orizzontale e le loro projozioni orizzontali a a v b b v cc ì ... 
sono evidentemente eguali fra loro. Onde se immaginiamo che 
la retta (aa l ,a a\) si muova descrivendo colla sua estremità 
(a, a ) T elica direttrice senza cessare di mantenersi tangente 
a questa curva, l'altra estremità (a 1? a' x ) descriverà la sezione 
considerata elevandosi successivamente di quantità eguali allo 
differenze di altezza dei punti (a, a'), (6, b), (c, c')... Cioè 
quando la retta molnle dalla posizione (aa lt a' n'j) sarà ve- 
nuta nell'altra (bb ì , b' b' x ) il punto (b. lf b \) sarà di tanto 
elevato al di sopra del punto (a,, a t ) di quanto il punto (/>./>) 
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lo è al disopra del punto (a, a). Ma per la natura dell'elica 
(ab r d . . . , a h' e' <V . . . ) le altezze relative dei suoi punti 
sono proporzionali agli archi ab, bc t ed (8. 321): questi ar- 
chi sono proporzionali agli altri a 1 b l C g1 e l d l »,», dunque 
le altezze dei diversi punti (a 4 , a'j), (64, 6^), c'j).... 
della intersezione al di sopra della baso del ciliudro secante sono 
proporzionali agli archi di questa base compresi fra 1' origine 
rt'j) della intersezione medesima, e il piede delle genera- 
trici del cilindro che passano per quei punti ; perciò la curva 
iu questione è un' elica. Il passo di questa elica è poi eguale 
a quello dell' elica primitiva , poiché è chiaro che alla fine di 
un giro intero i due punti (a, a), (a lì a A ) si saranno elevati 
della medesima quantità. 

Questa proprietà rende inutile la costruzione delle diverse 
generatrici dell' elicoide per determinare la proiezione verticale 
dell'intersezione. Basta solo trovare la sua origine (a lf o'Jed 
operare in seguito siccome abbiamo indicato al N. 322. 

335 OssnivAzioNE. Da ciò che precede deduecsi : che allor- 
quando una retta indefinita scorre sopra un elica mantenendosi 
a questa sempre tangente con uno de' suoi punti, ogni altro 
punto della retta medesima descrive un' elica, dello stesso passo. 
Mentre se il movimento di questa retta si facesse per modo 
che uno de' suoi punti non si discostasse dal coordinato oriz- 
zontale, questo punto descriverebbe sul coordinato medesimo 
una sviluppante della circonferenza base del cilindro su cui ò 
tracciata l' elica direttrice. 

Se avessimo tenuto couto anche della falda superiore del- 
l' elicoide, lo stesso cilindro secante avrebbe intersecata la su- 
perficie medesima secondo un' altra elica dotata della medesima 
proprietà della prima. 

356. Teorema. Tutte le elieto tracciate sopra una elicoide svi- 
luppabile si trasformano in altrettante circonferenze concentriche 
sullo Sviluppo della superficie. Consideriamo tre punti m', w, m" 
dell'elica direttrice, dei quali m ed m" sieno infinitamente 
vicini ad m e situati dalle due parti di esso; e immaginiamo 
prolungati gli elementi m m ed m m . Le due tangenti che no 
resultano formeranno un elemento superficiale dell' elicoide c 
precisamente quello di contatto del piano tangente lungo la gc- 
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neratriee che corrisponde al puuto ut. Cu tal piano è osculatore 
della curva in m, o normale in questo punto al cilindro su cui 
essa è situata (N. 32G); onde intersecherà il cilindro medesi- 
mo secondo una ellisse avente con l'elica gli elementi m m ed 
rotula comune, e per asse minore il diametro del cilindro che 
ha il suo estremo in m. 

Ora i piani osculatori negli altri punti Iti dell' elica essen- 
do determinati da due tangenti egualmente inclinate sull' asse 
del cilindro faranno tutti con questo un medesimo angolo, e 
quindi intersecheranno il cilindro secondo ellissi eguali fra loro. 
Ciascuna di queste ellissi e V elica hanno due elementi a co- 
mune. « perciò la stessa circonferenza osculatrice (N. lSó) nei 
diversi puuti ni ; e siccome questi punti sono per ogni ellisse^ 
T estremo dell' asse minore, tutte le circonferenze oseulatrici 
avranno lo stesso raggio. Questo raggio si conserva costante 
dopo lo sviluppo perchè l'angolo fatto da duo tangenti conse- 
cutivo non muta; quindi la curvatura della trasformata dell' e- 
lica direttrice è uniforme in tutti i suoi punti p». 187,), lo che 
vai quanto dire che quella trasformata è una circonferenza. 

Consideriamo ora un' altra elica tracciata sulla stessa eli- 
coide, per es. quella che ha per projezioni le curve a l b l c l d l .. 

a\ b\e\d' l Ad ottenerne la trasformata, basterà condurre 

sullo sviluppo diverse tangenti alla circonferenza in cui si è 
trasformato lo spigolo di regresso, e a partire dai punti di con- 
tatto prendere su queste tangenti delle lunghezze uguali alle 
porzioni di generatrici (a a v a' u l ), (b b v b (c c v c' c'J. ... 
Ma noi abbiamo veduto (N.° 354) che queste porzioni sono e- 
guali ; dunque le estremità di queste ( tangenti si troveranno 
sopra una circonferenza concentrica alla precedente. 

357. Svili ito dell' elicoidi: sviluppabile. Proponiamoci la co- 
struzione dello sviluppo di una porzione dell'elicoide rappre- 
sentata nella Fig. 177; basterà perciò ricercare i raggi delle 
circonferenze nelle quali si trasformano lo spigolo di regresso, 
e 1' altra elica a', b\ c \ d\ .... 

A tale oggetto prendasi per piano di sviluppo il piano tan- 
gente nel punto (e, e') della direttrice ; la generatrice corri- 
spondente essendo parallela al coordinato verticale, la sua pro- 
iezione v E sarà pure traccia verticale del piano considerato, 
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e la traccia orizzontale sarà in conseguenza la E E perpendi- 
colare ad L T. Questo piano contiene la tangente (e E, c E') 
allo spigolo di regresso, e V altra (c L E v e E ) all' elica a 1 b l e ì ... , 
che si mantengono tali anche alle trasformate sullo sviluppo. 
Quindi se conduconsi sul piano E E' e due perpendicolari a 
queste tangenti dai punti di contatto il loro punto d' incontro 
sarà il centro delle trasformate, e le loro lunghezze comprese 
fra questo punto e quelli di contatto ne saranno i raggi. Fac- 
ciasi perciò abbattere il piano E E e sul coordinato orizzon- 
tale; il punto (e v c'j) verrà in (e 2 , c' 2 ì, e il punto (e, e) in 
(e 3 , c' 3 ) : la tangente (e A E v é \ E ) prenderà la posizione E x c 2 , 
l'altra (e E, e E) cadrà sopra Ec; talché tirando le rette 
c s v, e 3 v respettivamente perpendicolari ad M x c 2 , Ec 3 il punto 
di concorso v sarà il centro richiesto, ed c a r, e 3 v i raggi re- 
spettivi delle trasformato delle due eliche. (*) 

Ciò posto descriviamo col centro in un punto o (Fig. 178) 
e coi raggi o m = e 3 v, oi?,= c 2 v due circonferenze : la pri- 
ma sarà la trasformata dello spigolo di regresso; la seconda 
quella dell'altra elica. Sopra una retta X' Y (Fig. 177) pren- 
dasi una lunghezza X' E eguale alla semicirconferenza a L d x e v 
e sopra una perpendicolare in E riportata E F eguale alla metà. 
a' e del passo dell'eliche, tirisi X ' F. Questa retta sarà la 
lunghezza di una mezza spira dell'elica avente per base la cir- 
conferenza OH: ondo se dividiamo X' E in tante parti eguali, 
quante ne sono contenute nella semicirconferenza a x d l c v e dai 

(♦) Dulia formula che da la lunghezza del raggio di curvatura d'un' el- 
lisse in funzione dell' ascissa del punto che si considera deducesi immedia- ' 
tamentocho quello corrispondente ad un' estremo dell' asse minore ha per 
valore il rapporto del quadrato del semi-asso maggiore al semi-asse minore. 
Considerando che 1' ellisse osculatrico dell' elica (X. 35G) ha per semi-asso 
minoro il raggio del cilindro, e per semi-asse maggiore questo raggio 
diviso pel coseno dell' angolo fatto dalla tangente all'elica col piano 
della sua base, se ne inferisce che il raggio della circonferenza in cui 
trasformasi l'elica direttrico sullo sviluppo dell'elicoide è eguale al 
raggio del cilindro diviso pel quadrato del coseno dell' angolo suddetto. 
Cosicché se costruiseesi un triangolo rettangolo avente per cateto il 
raggio del cilindro e per angolo acuto adiacente quello indicato, o di 
poi sulla ipotcnusa presa per cateto si forma un secondo triangolo ret- 
tangolo col medesimi» angolo acuto adiacente, la ipotenusa di quest'ul- 
timo sarà il raggio in quistionc. 
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punti di divisione b„, c. 2 r? 2 conduconsi le perpendicolari 

b 2 b' g1 fjC'j, à % H % , le parti X b 2 , b\c' , c' t d', 2 ... sa- 
ranno le lunghezze degli archi d' elica projettati in a l b ' v 

Si riportino ora sulla circonferenza o Jì , (Fi g. 178 ) succes- 
sivamente le parti della retta X' F; avremo f punti .1 15 
Oj, D ì ... dai quali basterà condurre altrettante tangenti alla 
circonferenza o m per ottenere lo sviluppo cercato. Prolungando 
le medesime tangenti fino ad incontrare di nuovo la circonfe- 
renza o B v ottcrrebbesi lo sviluppo della falda di superficie de- 
terminata dal prolungamento delle tangenti a' l a' i b\b ... e 
limitata dallo stesso cilindro secante 0 M. 

La Fig. 178 è lo sviluppo della falda inferiore rappresen- 
tata dalla Fig. 177 e corrispondente ad una spira intera del- 
l'elica avente l'origine nel punto (u L , a\.) 

358. Modello deli elicoide svUliuwabile. Segue da ciò che 
precede che se noi tagliamo un cartone inestendibile, ma flessi- 
bilissimo, secondo la figura A x B x C\ A Q m 3 m, e appoggia- 
mo T arco di circolo m 2 n m sopra il cilindro retto adef di- 
sponendolo secondo P elica a b c d . . . . , il cartone prenderà 
da se stesso la posizione della falda inferiore della elicoido rap- 
presentata nella figura. 

Il Sig. Olivier ha impiegato la superficie elicoide svilup- 
pabile, di cui la costola di regresso è un' elica cilindrica e cir- 
colare, per formare i denti d'una delle ruote dell'ingranaggio 
destinato a trasmettere il muovimcnto di rotazione uniforme 
fra due assi non situati in un medesimo piano. 
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CAPITOLO IV. 



Superfìcie storte. 

359. Daremo il nome fli superfìcie storte alle superficie ri 
gate per le quali due posizioni qualunque della generatrice 
rettilinea non si trovano nel medesimo piano. K cosa facile 
dimostrare clic ciò ha luogo in generalo ogniqualvolta il muo- 
vimelo della generatrice è determinato da tre direttrici lineari. 
Poiché supponiamo che queste sieno -la, Bb, Ce (Fig. 179), 

e che inoltre G, G\ G' sieno più posizioni consecutive 

della generatrice determinate nel modo indicato al N.° 332 : se 
le rette <?, G fossero in un medesimo piano, in questo do- 
vrei >l>ero pure trovarsi gli elementi Miti, Nn, Pp delle tre 
direttrici ; lo che vai quanto dire che dovrebbero trovarsi in 
uno stesso piano lo tre tangenti M T, NT', PT". Ma nella 
generazione della superficie non vi ha condizione che esprima 
l'esistenza di un simile caso; dunque possiamo asserire che in 
(jcncralc la superfìcie generata da una retta obbligata a scor- 
rere su tre direttrici linciri è storta. 

Non esiste alcuna superficie storta che non possa supplirsi 
generata nella maniera precedente; poiché immaginando dai;, 
una di queste superficie, tre curve tracciate a volontà sopra di 
ossa sono sufficienti a dirigere il muovimento della sua gene- 
ratrice. Pure il muovimento della generatrice può esser deter- 
minato in alcuni casi particolari da altre condizioni ; lo che 
mentre non stabilisce distinzione alcuna nella natura delle su- 
perficie medesime, ma solo può essere utile a sapersi in quanto 
si riferisce alla facilità della loro rappresentazione grafica, co t 
noi crediamo conveniente di dividere i diversi modi di genera- 
zione delle superficie storte in più classi. 

3G0. Classe I. Superfìcie generate da una retta mobile cltc 
scorre su tre direttrici lineari fìsse. 

Ciò che è stato detto al N. n."2 basta a dimostrare come 
si possa trovare ciascuna posizione della generatrice nel caso 
generale. Quelle costruzioni però possono variare e ridursi più 
semplici a seconda della natura delle direttrici. 
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L Così .se una dello direttrici fosse retta, ciascuna genera- 
trice può trovarsi facendo passare un piano per essa, e con- 
gi ungendo i punti nei quali questo piano incontra le altre due 
direttrici. E da ciò possiamo concludere che se una superficie 
storta ammette una direttrice rettilinea, ogni piano per quella 
condotto taglia la superficie secondo una linea retta. 

La superficie generata da una retta obbligata a scorrere 
su due eliche del medesimo passo tracciate su due cilindri con- 
centrici, incontrando costantemente T asse comune di quei ci- 
lindri, è un' esempio particolare di questa classe : essa distin- 
guesi col nome di Elicoide storta. 

IL Se fossero due le direttrici rettilinee, per ogni punto 
di una di esse e per l 1 altra si farebbe passare un piano, e la 
retta che cougiunge quel punto con Y altro in cui il piano 
incontra la terza direttrice sarà una delle generatrici della su- 
perficie. 

III. Quando tutte e tre le direttrici sono rettilinee, le 
superficie coniche, di cui al N.° 332 , si trasformano in piani. 
Così se per ogni punto della prima direttrice si conduce un 
piano che passi per la seconda, e un' altro piano che passi per 
la terza, la intersezione di questi duo piani sarà evidentemente 
una retta che incontra le tre direttrici. Alla superficie deter- 
minata in quest' ultimo coso si dà il nome d' Iperboloide ad 
una falda. 

361. Classe II. Superficie generate da una retta mobile ob- 
bligata a mantenersi parallela a un piano dato. 

I. Questa condizione può sostituire una delle tre direttrici 
richieste nel caso generale per la generazione di una superficie 
storta. Col piano fisso P, che dicesi piano direttore, e con due 
linee qualunque A, B sulle quali debba scorrere la genera- 
trice mentre resta parallela a quel piano, il suo muoviraento 
è determinato. Infatti se per ciascun punto della linea A con- 
duciamo un piano parallelo a P, la congiungente questo punto 
con quello in cui il piano interseca la linea B sarà una delle 
generatrici richieste. 

II. Quando una delle direttrici è retta, la superficie prende 
il nome particolare di Conoide; e se la direttrice rettilinea è per- 
peudicolare al piano direttore, la superficie è una Conoide retta. 
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V Elicoide storta a piano direttore, che noi vedremo es- 
sere un caso speciale dell* elicoide rammentata nel numero pre- 
cedente, ha per direttrici un' elica e V asse del cilindro su cui 
quella è tracciata, mentre la generatrice è obbligata, scorrerlo 
sulle due linee, a mantenersi parallela al piano della sezione 
retta del cilindro. 

Nella conoide retta le porzioni della direttrice rettilinea 
comprese fra due generatrici consecutive misurano la più corta 
distanza fra queste generatrici: essa è dunque il luogo delle più 
corte distanze di tutte le generatrici, e perciò si chiama linea 
di strillone della superficie. 

III. Allorché ambedue le direttrici di una superficie di 
questa classe sono rettilinee, la conoide prende il nome di Tarar 
boloide iperbolica. 

962. Classe III. Superficie generate da una retta obbligata 
a toccare una o più superficie date. 

t Sieno A, li due linee qualunque ; S una superficie qual- 
sivoglia, che chiameremo superfìcie direttrice, e alla quale deve 
rimanere sempre tangente la generatrice rettilinea nel tempo che 
si appoggia sulle linee A e lì. Se per ciascun punto della li- 
nea A considerato come vertice, si costruisce un cono circo- 
scritto alla superficie S, e un' altro cono avente per direttrice 
la linea lì, la intersezione di questi due coni sarà una genera- 
trice della superficie storta in quistione. 

II. Sieno S, S' due superficie direttrici, ed A una linea qua- 
lunque che deve essere incontrata sempre dalla generatrice, men- 
tre in ciascuna posizione è tangente alle due superficie S, S'. 
Allora due coni circoscritti a queste superficie ed aventi per 
vertice un medesimo punto della linea A somministreranno 
eolla loro intersezione una generatrice della superficie storta ri- 
chiesta. 

III. Sieno finalmente tre le superficie S, S S ' alle 
quali deve la generatrice conservarsi tangente nel suo muovi- 
mento. 

Si concepisca una superficie storta ausiliaria T avente per 
direttrici le superficie .S". S e per terz:i direttrice una liuea 
retta A. Li superfine T e la superficie S si toglieranno se- 
condo una curva B\ la tangente a questa curva che incontra 
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la ietta A sarà una generatrice della superficie domandata. Noi 
osserveremo intanto che la tangente tli cui si parla deve es- 
sere una generatrice della superficie storta ausiliaria Ti poiché 
essa può considerarsi come la intercezione di un piano condotto 
per il punto di contatto della tangente colla curva suddetta e 
per la retta A, col pi. aio tangente alla superficie T condotto 
pure per il punto di contatto medesimo. Il primo di quosti 
piani passando per la direttrice rettilinea A della superficie T 
taglia necessariamente questa superficie secondo una delle sue 
generatrici (N. 3G0 L); il secondo piano essendo tangente alla 
siq>erticie T contiene pure una generatrice : dunque i due piani 
s' intersecano secondo uua generatrice della superficie T, la 
quale si confonde con la tangente alla curva B. Così questa 
retta tocca necessariameuto la superficie data S ; d' altronde è 
tangente alle altre due S',S"'. dunque infine essa è una ge- 
neratrice della superficie storta domandata. 

Se in uno degli ultimi due casi contemplati, ad una delle 
superficie direttrici fosse sostituito un piano direttore, lo co- 
struzioni sarebbero molto più semplici. Allora un piano paral- 
lelo a quello direttore taglierebbe la superficie data secondo 
una curva, di cui la tangente condotta per il punto in cui la 
direttrice lineare è incontrata da quel piano sarebbe una ge- 
neratrice ; ossivvero taglierebbe le due superficie direttrici se- 
condo due curve delle quali le tangenti comuni sarebbero le 
generatrici. 

Se con una delle superficie direttrici fosse data anche, la 
curva seguendo la quale deve esser toccata dalla superficie storta 
richiesta, ogni piano tangente alla superficie direttrice condotto 
per «un punto di quella curva conterrebbe una generatrice. 

Quando una delle superficie direttrici fosse sviluppabile, il 
piano tangente a questa conterrebbe pure uua generatrice della 
superficie storia in questione. 

Iniiue è da osservarsi che la generazione delle superficie 
storte di questa classe, può ricondursi a quella* delle prime due 
classi, sostituendo a ciascuna delle superficie direttrici la linea 
seguendo la (piale è toccata dalla superficie storta che si cerca. 

3G3. Classe IV. Superficie generate da una nila obbligata a 
fare un awjoh costante con una linea o uua superficie data. 
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I. Due direttrici lineari A e B e 1' angolo a che la ge- 
neratrice deve fare con una retta fìssa di posizione bastano a 
determinare il muovimeuto della generatrice. Poiché conside- 
rando un punto della linea A come vertice d 1 un cono avente 
per direttrice la linea B, e come vertice d' un cono di rivolu- 
zione il cui angolo sia doppio di a, e il cui asse sia una retta 
condotta per il punto considerato sopra A parallelamente alla 
retta fissa data, è evidente che questi due coni si taglierà uno 
secondo una generatrice della superficie storta cercata. 

Se P angolo a è retto la superficie storta avrà un piano 
direttore perpendicolare alla retta fissa; e invece di due coni 
basterebbe impiegare dei piani perpendicolari alla retta mede- 
sima, onde ottenere le diverse generatrici. 

Può k generatrice essere obbligata a scorrere sulle diret- 
trici A e B facendo colle diverse tangenti di A un angolo costan- 
te a. In questo caso il cono retto di cui abbiamo sopra parla 
to, avrebbe successivamente per a*i le diverse tangenti della 
linea A. 

Se P angolo a è retto, il cono diverrebbe il piano normale 
della linea A, la quale sarebbe allora evidentemente la linea 
di strizzone della superficie storta. 

II. Una delle linee direttrici, per cs.° A, potrebbe esser 
descritta sopra una superficie da^a, e le generatrici essere obbli- 
gate a fare con questa superficie un' angolo a. È manifesto clic 
in tal caso gli assi del cono di rivoluzione serebbero le succes- 
sive normali alla superficie medesima in quei punti di A 
che debbono pure esser vertici dei coni aventi per direttrice 
1' altra linea B. 

Appartiene infine a questa Classe IV la superficie storta 
che fosse generata da una retta obbligata a scorrere sulla li- 
nea A descritta sopra una superficie qualunque S e a mante- 
nersi costantemente normale a questa superficie. 

364. Glassa V. Superfìcie generate da una retta di ìun- 
yliczza contante, mobile fra due direttrici /issc. 

Sieno A e B le direttrici fisse date. li la lunghezza della 
generatrice compresa fra quelle due linee. Ogni punto della li- 
nea A può considerarsi come centro di una sfera di raggio /V: 
allora il punto d'incontro di questa sfera colla linea B si cou- 



Digitized by Google 



Superficie .storte. 
giungerà con quello considerato sopra A, e si avrà una gene- 
ratrice della superficie stòrta. 

Vedremo in seguito che le due elicoidi rammentate ai 
N. 1 300 e 361 fanno parte di queste ultimo due Classi. 

365. Anche per le superficie storte si considera talvolta il 
cono di cui le generatrici sono parallele a quelle della super- 
ficie data; e come per le sviluppabili esso chiamasi il cotto di- 
rettore. 

Questo cono è di secondo grado per lo iperboloidi ad una 
falda, e di rivoluzione per 1' elicoide storta della Classe I. Iu 
tutte le conoidi riducesi ad un piano parallelo al piano direttore. 

366. PiAxr tangenti. Un piano qualunque condotto per la 
generatrice di una superfìcie storta è tangente a questa super- 
fìcie in un punto della generatrice medesima. Sieno, g la ge- 
neratrice che si considera; G' , Cr", G " ... più generatrici 
situate alla destra di g e vicinissime ad essa, ...G 3 , G 2 . G l 
quelle che la precedono a sinistra: le posizioni consecutive di queste 
generatrici saranno . . . G 3 , G a , G v g y G', G",G"' Il pia- 
no condotto per g non essendo parallelo, salvo casi eccezionali ad 
alcuna delle generatrici considerate, dovrà tagliarle, ed avremo una 
serie di punti nell' ordine ... 11 3 , H„, H u W , H", W" ... 
vicinissimi fra loro e formanti una certa curva . . . 11 3 ll 11 "" . . . 
che intersecherà la generatrice g in un punto h compreso fra 
//, ed poiché i due rami . . . Jl 3 H a H 1 , H li " 11 " . . . 
si trovano dai duo lati opposti della generatrice medesima. 

Ciò posto, io dico che il piano inquistionc è tangente alla 
superficie nel punto /*. Infatti : essendo la curva 1I 3 UH"... 
contenuta in quel piano, anche la tangente ad essa nel punto 
h vi *sarà contenuta ; ma questa tangente non è che il prolun- 
gamento dell' elemento 7/ a II che taglia la generatrice g in 
h: dunque il piano considerato contiene la tangente in qui- 
stione e la retta g che è tangente di se stessa, e iu conse- 
guenza è un piano tangente della superficie storta. 

Facendo prendere a questo piano tutte le posizioni possi- 
bili attorno alla generatrice g, si avrà per ciascuna di esse una 
curva che taglierà g in un punto determinato, e nel quale re- 
sulterà tangente. Dopo ciò noi possiamo concludere in genera- 
le: W Che ogni piano tangente d' una superficie storta è pure 

11) 
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un piano secante della medesima superficie. 2.* Che se vuoisi nu 
piano tangente ad una superficie storta basta condurlo per una 
delle sue generatrici. 3.* Che il punto di contatto di un 
piano tangente ad una superficie storta si trova costruendo la 
curva. secondo la quale esso taglia la superficie medesima, c 
determinando il punto in cui la sezione è incontrata dalla 
generatrice per cui è stato condotto il piano tangente. 

367. Osservazione. Vi hanno dei casi particolari in cui la 
proprietà generale ora dimostrata non ha luogo. Così se la su- 
perficie storta ha un piano direttore, e il piano condotto per 
la generatrice g è parallelo ad esso, la curva . . . i/ 3 II li ' ... 
non esisterebbe perchè tutte le generatrici della superficie sa- 
rebbero parallele a quel piano. Tuttavia questa curva può con- 
siderarsi come esistente all' influito insieme al punto di contatto, 
ed il piano in quistione sarebbe un piano asintoto della su- 
perficie. 

368. Sa due superfìcie storte hanno una generatrice G comune 
c i piani tangenti comuni in tre punti differenti di essa, le 
due superfìcie avranno pure lo stesso piano tangente in tutti i 
punti della generatrice 0. 

Indichiamo cou5, S le duo superficie; la loro generatrice 
comune sia G N (Fig. 180), e i tre punti di contatto L t M % N. 
Ter uno dei tre punti di contatto, per esempio per L, conducasi 
UH piano; questo taglierà la superficie S secondo una curvarla, 
e» la superficie »S secondo un'altra curva A' a , le quali saranno 
1' una all' altra tangenti al punto di contatto L delle due su- 
perficie; poiché la tangente a ciascuna di esse in quel punto è 
1' unica intersezione del loro piano col piano tangenti? comune 
alle due superficie su cui si trovano. Nello stesso modo so con- 
duciamo per il secondo punto di contatto M un piano secante, 
esso taglierà le duo superficie secondo due curve £b, B' b' , 
le quali avranno un'elemento comune in ili; e un piano con- 
dotto per il terzo punto di contatto N taglierà parimente cia- 
scuna delle superficie medesime secondo due curve 6' e, C e' 
che si toccheranno pure in N. 

Ora qualunque sia la generazione delle due superficie S ed 
S, le tre curve A a. Uh, Ce potranno sempre considerarsi 
come tre direttrici della superficie ò\ e le altre tre curve 
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À a', B b, Cd come direttrici (lolla superficie S\ Male tre 
direttrici di 8 avendo ciascuna un' elemento a comune colle di- 
rettrici di S' è evidente che la generatrice G N muovendosi 
dalla sua posizione per venire nella posizione successiva gn 
non lascerà di toccare le direttrici notate lungo gli elementi 
LI, 31 m, Nn ad esse comuni: quindi non cesserà di appar- 
tenere alle due superficie, h però le superficie stesse avranno 
un' elemento comune compreso fra la posizione G N e quella 
successiva g n della generatrice; quindi lo stesso piano tangen- 
te in tutti i punti della generatrice G N, come si voleva di- 
mostrare. 

369. Osservazioni. I. Si dice che due superficie si accordano 
lungo una certa linea comune ad entrambi, quando in ciascun 
punto di essa un medesimo piano è tangente air una e all' al- 
tra: quella linea prende il nome di linea di contatto o di ac- 
cordamento. 

II. Allorché le generatrici di due superficie storte sono 
parallele lui un medesimo piano direttore, ed una di esse G N 
v comune ad entrambe, lo superficie si accordano lungo la ge- 
neratrice comune purché in due punti L, M di questa abbiano 
lo stesso piano tangente. 

È infatti chiaro che condotti due piani per L ed M, le 
sezioni A a, Bb prodotte nella superficie 8, e le altre A' a', 
B' b' prodotte nella superficie S' possono prendersi a direttrici 
di ciascuna, e elio puòsupporai sieno le due superfici e generate 
dal muovìmento della retta G N. Ma le due direttrici hanno 
due elementi comuni LI, Mm sui quali si appoggia la gene- 
ratrice nel passare dalla posizione G N alla successiva g n ; per- 
ciò T elemento superficiale compreso fra queste due posizioni 
sarà comune ad ambedue le superficie, e queste dovranno per 
conseguenza accordarsi lungo la retta G N. 

III. In modo analogo può dimostrarsi che; 

•1.° Se le generatrici di due superficie storte sono obbligate 
a fare lo stesso angolo con una retta data di posizione, le due 
superficie si accordano lungo una generatrice comune quando 
abbiano due piani tangenti comuni in due punti di quella ge- 
neratrice ; 

2.° Se le generatrici di due superficie storte sono obbligate 
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a muoversi fra due direttrici per modo che le porzioni loro 
comprese fra le direttrici sicno della stessa lunghezza; le due 
superficie si accordano lungo una generatrice comune quando 
le due direttrici dell' uua sono rcspcttivamente tangenti alle 
direttrici dell' altra nei punti in cui sono incontrate dalla ge- 
neratrice comune. 

370. Ogni superficie storta generata da una retta obbligala 
a mantenersi fungente ad una superficie direttrice, si accorda 
con questa lungo fa linea che è luogo geometrico dei punti di 
contatto della generatrice eolla direttrice. 

Poiché; 1.° la linea che passa pei punti di contatto della 
superficie direttrice colla generatrice è comune alle due super- 
ficie ; 2.° il piano tangente ad una di esse condotto per un 
punto di questa linea tocca anche l'altra nello stesso punto, 
avendo le due superficie in questo punto due tangenti comuni, 
che sono la generatrice della superficie storta e la tangente alla 
linea di contatto. 

371. Osskryazioxe. Per ogni superficie storta esiste un cilin- 
dro che si accorda con essa, e può riguardarsi come una super- 
ficie direttrice della superficie storta considerata. 

Concepiamo infatti projettate sopra un piano un certo nu- 
mero di generatrici, sufficientemente grande perchè possa dalle 
intersezioni successive apparire la curva, alla quale riescono 
tangenti le loro projezioni; e immaginiamo il cilindro che ha 
per sezione retta quella curva. È manifesto che il piano pro- 
jettaute d' una generatrice qualunque è tangente a questo ci- 
lindro lungo tutta una retta perpendicolare al piano coordinato; 
per conseguenza quella generatrice tocca essa pure il cilindro 
in un punto. Segue di là che il cilindro può esser considerato 
come una superficie direttrice della superficie storta, a cui la 
generatrice di questa si mantiene tangente, e che perciò si ac- 
corda con essa. 

In grazia delle precedenti proprietà, la ricerca dei piani 
tangenti alle superficie storte in generale può sempre ridursi 
alla costruzione dei piani tangenti a quattro sole superficie par- 
ticolari cioè : all' iperboloide, alla paraboloide, e alle due eli- 
coidi storte rammentate ai N. 300 e 3G1 , e che formeranno 
soggetto di studio nei Capitoli seguenti. 
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372. INTERSEZIONI DELLE 8UPEKFICIE RIGATE CON UN PIANO, 0 CON 

cn' altra superficie QUALUNQUE. Abbiamo veduto che la denomi- 
naziono di superficie rigata si applica tanto alle superficie svi- 
luppabili, quanto alle superficie storte; talmente clic i metodi 
che noi siamo per esporre nella ricerca della intersezione d' una 
superficie rigata con una superficie qualunque saranno applica- 
bili alle due specie di superfìcie. 

1. ° Intersezione di un piano qualunque con una super- 
fìcie rigata. SÌ costruiranno le intersezioni dei piani verticali 
condotti per le diverse generatrici col piano dato, e i punti 
comuni a queste rette e alle generatrici medesime apparterranno 
alla sezione cercata. 

2. ° Intersezione di una superficie rigata con un cilindro. 
Si taglieranno le due superficie con piani condotti per lo ge- 
neratrici della superficie rigata e paralleli a quelle del cilindro. 
Le intersezioni fatte da questi piani nelle due superficie saran- 
no rettilinee e facili a costruirsi. 

3. ° Intersezione di una superfìcie rigata con una super- 
ficie conica. Per ciascuna generatrice della superficie rigata e 
per il vertice del cono si condurrà un piano. Questo interse- 
cherà T una e 1' altra superficie secondo una linea retta, e il 
punto comune a queste due intersezioni apparterrà alla cuna 
cercata. * 

4. ° Intersezione di una superfìcie rigata con una super- 
ficie di rivoluzione. I piani ausiliarj saranno presi perpendico- 
lari all' asse di rotazione della superficie di rivoluzione. Le in- 
tersezioni allora di questi piani con questa superficie saranno 
circonferenze, e quelle fatte nella superficie rigata si determine- 
ranno col metodo indicato nel 1.° caso. 

5. ° Intersezione di due superficie rigate qualunque. Ot- 
terremo questa curva impiegando piani secanti verticali condotti 
ciascuno per una generatrice della prima superficie. Determi- 
neremo la sezione fatta nella seconda superficie da questi piani 
col metodo del 1.° caso, ed avremo la linea domandata. 
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CAPITOLO V. 
Iperboloide ad una falda. 



373. Lemma I. Se i lati à" un quadrilatero storto A B C 1/ 
(Fig. 181) sono tagliati da un piano M N nei punti E, F, G, H, 
il prodotto di quattro segmenti non contigui è eguale al pro- 
dotto degli altri quattro ; talmente c/*c si Ita 

ÀE. BF. CG. DH =s EB. FC. G D. HA 
A cagione della specie del quadrilatero due triangoli ABI), 
BCD si troveranno in due piani diversi aventi per interse- 
zione la diagonale li D; e questi piani saranno tagliati da 31 N 
seguendo le rette EH, FG le quali dovranno concorrere nel 
punto I, nel quale la B D a incontrata dal piano 31 N. 

Ciò posto, la trasversale El del triangolo AB D offre la 
relazione (Amiot. Geom. eleni. Lib. HI): 

A E. Bt J)H = EB. DI. A li 
e la trasversale FI del triangolo BCD da l'altra 

BF. CG. DI — FC. GD. DI 
Moltiplicando membro a membro le due eguaglianze' preceden- 
ti, trovasi la relazione enunciata. 

374. Lemma li. Se quattro punti E, F, G, H (Fig. 181) sono 
presi sui lati d'un quadrilatero storto AB CD per modo cltc 
il prodotto di quattro segmenti non contigui sia eguale al pro- 
dotto degli altri quattro, i punti cansiderati si trovano sojmi 
un medesimo piano. 

Sia 1 il punto in cui la retta EH incontra la interse- 
zione BD dei piani dei due triangoli ABD, B CD ; avremo 

AE. BL UH = EB. DJ. AH 
Supponendo che la secante FG tagli la B D in un punto di- 
verso X, avremo puro 

BF. CG. DX — FC. G D. B X 
Se moltiplicaci membro a membro queste eguaglianze, e si 
tien conto della ipotesi per la quale 

A E. BF. CG. DH — ED. FC. GD. HA, 
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ck'ducesi immediatamente B 1. I) X = D I. li X la quale po- 
tendo scriversi 

(BD ■+■ DI). DX = (BD ■+- DX). DI 
dimostra essere 

D X — D I 

Dunque il punto X deve coincidere con 1; e per conse- 
guenza i quattro punti E, F, G, H stanno nel piano delle due 
rette SI, FI. 

Problema I. Date le projesioni delle tre direttrici rettilinee 
una iperboloide costruire quelle di una o più generatrici 
della superfìcie. 

375. Le tre direttrici non debbono esser parallele ad un 
medesimo piano, nè giacere due a due in un piano. Poiché 
se avesse luogo il primo caso la superficie generata sarebbe 
diversa dall' attuale, come avremo luogo di vedere più tardi ; 
e se accadesse che due delle direttrici fi, B t giacessero in un 
medesimo piano MN (Fig. 182), la generatrice A non potrebbe 
sodisfare alle condizioni della generazione che in due modi dif- 
ferenti, cioè : 1.° passando costantemente per il punto di con- 
corso C delle direttrici B, B 1 mentre si appoggia sulla terza 
direttrice B„ : 2.° passando costantemente per il punto D in 
cui la B„ incontra il piano MN per appoggiarsi nel suo muo- 
vimento sulle altre due direttrici B, B r In tal modo la su- 
perficie generata si ridurrebbe al sistema di due piani, il quale, 
sebbene possa censiderarsi come una varietà della superficie in 
esame, non presenta alcuno interesse. 

Suppongasi dunque che (B, B ), {B lt B' A ), (B z , B \) 
sicno le tre direttrici date (Fig. 183). Se per un punto qua- 
lunque a della retta B couducousi due rette a ed, a c x d v 
possono queste considerarsi come le proiezioni orizzontali di 
due rette che si appoggiano sulla direttrice (B, B ) e suir al- 
tra {B 2 ,B' X ) ; nel qual caso le loro proiezioni verticali saranno 
a c' d', a' c' l d' v e rappresenteranno il piano condotto per il 
punto (a, a ) e per la direttrice (B v B' y ). Cerchiamo il punto 
in cui ciascuna delle rette (adi, al d ), (ad v a' d'j) incontra 
il piano proiettante la direttrice (B„, B\) sul coordinato o- 
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rizzontale ; le proiezioni orizzontali di questi punti saranno eviden- 
temente d per la prima, d t per la seconda : quindi la retta 
(dd v d'd' 1 ) sarà parte della intersezione del piano projettante 
suddetto col pi? no delle rette ausiliarie considerate. Ma il primo 
di questi piani contiene la direttrice (Z? 2 , 2?' 9 ); dunque il punto 
u! sarà la proiezione verticale di quello in cui il secondo piano 
incontra la terza direttrice, ed (o a, a' a') la generatrice della 
superfìcie che passa per (a, a'). I punti b, b' in cui le projezioni 
di questa prima generatrice A incontrano le projezioni della 
seconda direttrice dovranno trovarsi sulla medesima perpendi- 
colare alla linea di terra, se il disegno è esatto. 

Le medesime costruzioni ripetute per altri punti a A , a 2 . . . 
della prima direttrice (B, B) somministreranno nel modo in- 
dicato dalla figura altre generatrici A x , A 3 ... y e così potre- 
mo ottenere una rappresentazione grafica sufficientemente com- 
pleta della superficie proposta. 

La scelta dei piani coordinati, quando ò possibile, può 
rendere ancora più semplici le costruzioni. Così se il coordinato 
orizzontale può prendersi perpendicolare ad una delle direttrici B , 
tutti i piani ausiliarii capaci di somministrare una delle gene- 
ratrici saranno verticali. Le projezioni orizzontali di queste 
passeranno tutte per il punto che è proiezione orizzontale della 
direttrice B, e le projezioni verticali saranno determinate im- 
mediatamente. 

376. Se tre generatrici qualunque A, A lf A 2 di una iper- 
boloide ad una falda (Fig. 184) si assumono a direttrici d'una 
seconda iperboloide, questa coinciderà in tutta la sua estensione 
colla prima, ed ambedue non ne formeranno ehe una sola. 

Sia A 3 una generatrice qualunque della iperboloide avente 
per direttrici B, B x , B 2 ; tagliando essa la B in f formerà 
con B y un piano che taglia i lati del quadrilatero storto ad or 
nei punti h, e, e, p: talché avremo (N. 373). 

ha. cd.eo. pr — ac.de. op.rh 
Parimente la retta A x appoggiandosi sulle medesime di- 
rettrici B, B xì B 2 forma con B x un piano che taglia il me- 
desimo quadrilatero nei punti t, c, », p. ed abbiamo 

ir . p o . d n . c a—p r .o n . c d . ai 
Infine essendo B 9 una generatrice qualunque della seconda 
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iperboloide avente per direttrici le rette A % A l% A 9 , formerà 
con A x un piano che interseca i lati dello stesso quadrilatero 
nei punti b, «, g, », per cui 

bd,no.qr»ai = dn.oq.ir;ab. 
Moltiplicando membro a membro le tre eguaglianze preceden- 
ti trovasi 

ha.bd.eo.qr = ab.de.oq.rh 
dalla quale deducesi che i quattro punti 6, e, q, h sono si- 
tuati sui lati del quadrilatero storto ad or per modo che il 
prodotto di quattro segmenti non contigui è eguale al prodotto 
degli altri quattro. Dunque i punti stessi sono in un medesimo 
piano, e per conseguenza la retta intaglia A s in un punto g. 

In simile modo può dimostrarsi che la retta B 3 taglia 
tutte le altre generatrici della prima iperboloide, come vice- 
versa la retta A 3 taglia tutte le generatrici della seconda : 
dunque le duo superficie si confondono necessariamente in una 
sola, come volevasi dimostrare, 

377. Ossekvazioni. I. Deriva da ciò che ogni iperboloide ad 
una falda ammette una doppia generazione, e quindi due si- 
stemi (.4) e (B) di generatrici, nei quali sono generatrici del 
sistema (A) quelle che si appoggiano su tre generatrici qua-^ 
lunque del sistema (B)\ e sono generatrici del sistema (B) 
quelle che si appoggiano su tre generatrici qualunque del si- 
stema (A). 

II. La generatrice d'un sistema incontra tutte quelle 
dell'altro sistema; ma due generatrici qualunque del medesimo 
sistema non s' incontrano mai ; poiché se ciò avvenisse, per es.° 
per le generatrici A x , A s i quattro punti a, d, o, r sarebbero 
in un medesimo piano insieme colle direttrici B e J? 2 , lo che 
è contro la ipotesi stabilita al N. 375. 

Così per ogni punto d' un' iperboloide possono condursi due 
rette situate interamente sulla superficie. 

XSL Per ogni generatrice del sistema (.4) ne esiste una 
del sistema {B) parallela ad essa. Essendo infatti A, A lt A t 
tre generatrici del primo sistema; se per A x e A 3 conduciamo 
due piani paralleli ad A, la intersezione loro resulterà parallela 
alla medesima retta A , lo che vuol dire che incontrerà questa 
retta all'infinito: e siccome si appoggia evidentemente anche 
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sulle due rette A x e A 2 così quella intersezione sarà una ge- 
neratrice del sistema {B). 

IV. Una linea retta non può incontrare Y iperboloide 
ad una falda in più di due punti ; poiché se avesse tre punti 
a comune colla superficie, si appoggerebbe su tre delle sue ge- 
neratrici d' un medesimo sistema , e sarebbe allora una delle 
generatrici dell' altro sistema, ossia giacerebbe interamente sul- 
la superficie. 

Per trovare i punti in cui la retta data incontra l' iperbo- 
loide, basterà coudurre per essa un piano qualunque, per es.°, 
il piano che la projetta sul coordinato orizzontale. Si conosce- 
ranno immediatamente le proiezioni verticali dei punti in cui 
questo piano incontra le diverse generatrici della superficie: 
riunite quelle con un tratto continuo otterremo la projezione 
verticale della sezione; e i punti a questa comuni e alla pro- 
jezione verticale della retta data faranno conoscere quelli in cui 
è da essa incontrata la superficie proposta. 

378. U iperboloide ad una falda ha un centro, vale a dire 
un punto c/mj divide in due patii eguali tutte le rette per quello 
condotte e che hanno i loro termini sopra di essa. 

Prendasi il coordinato orizzontale perpendicolare ad una 
delle direttrici, e questa sia (A, A'), (Fig. 185); il coordinato 
verticale parallelo alla seconda (A v A' \): la terza direttrice 
sia una retta qualunque (A 3 , A' 2 ). 

I piani precettanti le direttrici A L ed A 2 sul coordinato 
orizzontale sono paralleli ad A, e la loro intersezione (B, B) 
appoggiandosi su quelle, ed incontrando questa all' infinito sarà 
una generatrice della superficie. Per analoga ragione la inter- 
sezione (B v B\) di due piani condotti per le direttrici A, 
ed A 2 paralleli ad yl A , e la intersezione (2? 2 , B' 2 ) di due 
piani condotti per A ed A l parallelamente ad A a saranno al- 
tre due generatrici. Ora questi sei piani formano il parallele- 
pipedo DEFGHL il centro (0,0 ) del quale dico essere il 
t entro della superficie.- 

Conducasi pel punto A una retta qualunque che tagli le 
projezioni orizzontali delle due direttrici A x ed A s in o A ed a 2 ; si 
determinino le projezioni verticali di questi punti, e si vedrà 
facilmente che la retta (Aa v a t a' 2 ) sarà una generatrice del 
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sistema (A) delle direttrici date. Prendasi A b 2 = 2? a 3 » 
Ab l — B a v e tirisi 6 2 6 X : il prolungamento di questa retta 
passerà per 2?, perchè il triangolo b l A 6 a è eguale ad a 1 i?a s , 
e ne segue che la retta b a b t è parallela ad a x a 2 . Cerchiamo 
le prelezioni verticali dei punti b v b 2 : la retta (2?&„, ^'j^) 
si appoggerà su tre generatrici del sistema (A) e sarà una ge- 
neratrice del sistema (B) (N.° 377. I); di più i piani verticali 
A a , Bb 2 essendo paralleli, quest'ultima non incontra la 
prima che muove dal punto (a 2 , a 8 ) : dunque sarà ad essa pa- 
rallela (N.° 377. Ili), e il piano d' ambedue taglierà le faccic 
opposte B EF, G/J/del parallelepipedo secondo le due rette 
parallele a! x b' ^ « 2 Ri- 
congiungiamo gli estremi di queste rette con 0' e tiria- 
mo la diagonale 1F\ i triangoli I0'a' 3 ,F0' b 2 hanno i due 
lati IO', Ia' 2 eguali ai lati FO , Fb' 3 e gli angoli compresi 
di egual grandezza ; resulteranno dunque eguali gli angoli in 0 ', 
e la retta 0' b\ eguale ad a 2 0' e sul prolungamelo di que- 
sta. Allora vedremo facilmente che i due triangoli a \0 b\, 
b\0'a 2 sono pure eguali, che la retta a\ 0 sta sul prolun- 
gamento di b\0' ed è eguale ad essa; ed in fine che i trian- 
goli stessi giacciono nel piano delle due generatrici parallele, 
piano che passa pel centro 0 ' del parallelepipedo : cosicché 
qualunque retta condotta su questo piano per lo stesso centro, 
e coi termini sullo due generatrici rimarrà diriga in due parti 
eguali. 

Ciò posto, sia 0 M una retta condotta pel centro del pa- 
rallelepipedo e per un punto M dell' iperboloide ; immaginiamo 
la generatrice d' un sistema che passa per M, e quindi il piano 
per questa condotto e pel centro 0' del parallelepipedo. Que- 
sto piano conterrà la generatrice parallela dell 1 altro sistema e 
la retta 0 M, la quale incontrerà necessariamente la superfi- 
cie in un punto della seconda generatrice, e per conseguenza 
rimarrà divisa in due parti eguali dal punto 0'. 

379. Cono direttoke. Abbiamo già detto (S.° 341) che 
debba intendersi per cono direttore d' una superficie rigata : 
se prendesi per vertice di questo cono il centro della superfi- 
cie, dimostrasi facilmente eh' esso è di secondo grado. 

Tirisi per 0' nna retta parallela alle generatrici dell' t- 
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*>erboloide che muovono dai punti (a 2 , o' a ), (ò a , &' a ); sarà que- 
sta una generatrice del cono tagliata dal piano I> E F nel punto »i. 
Conducansi le m n ed m p parallele respettivamente a D E ed 
7?.F; avremo 

ron. tnp-m J., Ea \. Eb\ 
Ma il piano determinato dalla generatrice (/l a a , o'j a',) e dalla 
direttrice (-4, A') interseca evidentemente le faccie D EF, GUI 
seguendo le due rette a\F e G a' 8 parallele; onde i triango- 
MEFa\ y G Ha' t sono simili, ed a cagione di Ua\ =Eb\ 
oflrono : 

E a' v E &' t =.ff G. EF 
Da ciò deducesi che il prodotto m n. np è costante : lo stesso 
ha luogo per tutti i punti analoghi ad m, i quali si trovano 
sulla intersezione del piano D EF colla superficie del cono. 
Dunque la traccia di questo sul piano DEF è una iperbole ri- 
ferita ai suoi asintoti. (*) 

Potremmo dimostrare egualmente che le altre faccie del 
parallelepipedo tagliano la superficie del cono seguendo pure 
delle iperbole aventi per asintoti le generatrici de 1 due sistemi: 
quindi il cono direttore dell' iperboloide ad una falda è di se- 
condo grado. 

380. Piano tangente. Un piano condotto per qualsivoglia ge- 
neratrice d'una superficie storta è tangente in qualche punto 
della generatrice medesima (N. 366); e noi abbiamo veduto 
come sia possibile determinarlo in generale. Le operazioni re- 
lative per T iperboloide ad una falda resultano però molto più 
semplici, poiché sappiamo che per ogni punto d' una generatrice 
data passa una generatrice d' un altro sistema ; questo insie- 
me alla prima determinerà il piano in questione. 

Il piano determinato da due generatrici parallele avrà il 
punto di contatto all' infinito, e potrà quindi considerarsi come 
un piano asintoto della superficie. Ma ognuno di questi piani 
passa pel centro della superficie e contiene la generatrice del 
cono che ha il vertice nel centro, e le generatrici parallele a 
quelle della superficie medesima. Esso dunque resulterà tangente 
anche a quel cono, al quale e perciò stato posto il nome di 
coito asintoto della iperboloide. 

(*) Vcd. Corso di Mat. Parte II. N.« ^16. * 
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Il cono direttore dell' iperboloide coincide col cono asin- 
toto, se scegliesi a vertice di esso il centro della superficie. 

Problema I. Costruire il piano tangente all'iperboloide ad una 
falda, noto il punto di contatto. 

381. Caso I. Il punto di contatto è (Jf, M ) dato sopra 
una generatrice (A lt A' x ) (Fig. 183). 

Si determineranno due generatrici (A , A), (A 2 , A\) del si- 
stema (A) a cui appartiene la generatrice (A l , A' x ) mercè 
le costruzioni indicate al N. 375 , e si cercherà la generatrice 
dell' altro sistema che passa per (M, M). A tale oggetto im- 
magineremo condotte per questo punto duo retto (a M, a' M ), 
(b M, b' M ) che si appoggino sopra una dello generatrici {A, A ') 
del sistema (A). Cercheremo i punti in cui queste rette incon- 
trano uno de' piani projottanti della generatrice (A 2 , A' 2 ), per 
es.°, quello verticale: questi punti essendo (e', e), (f 1 , f) la 
retta ef sarà evidentemente la proiezione orizzontale della in- 
tersezione dello stesso piano progettante con quello determinato 
dalle rette (Ma, M'a'),(Mb, M'b)\ così determineremo 
il punto (g, g') in cui quest' ultimo incontra la generatrice 
(A 3 , A'z), o la retta (Mg, M' g ')saxìx la generatrice cercata 
del sistema (B) , lo cui projezioni dovranno incontrare quelle 
della generatrice (A, A ) in due punti /*' situati sulla me- 
desima perpendicolare alla linea di terra. 

Le duo retto (A L , A' l ), (g M h, g' M' /*') situate en- 
trambe sull' iperboloide, e secantisi nel punto dato (M, M ) 
serviranno a determinare il piano tangente richiesto. 

Caso IL É nota soltanto la proiezione orizzontale M del 
punto di contatto. (Fig. 183). 

Immagineremo condotto per il punto dato un piano verti- 
cale Z Y\ si cercheranno i punti (s, 8*), (z, z'), (t, t'), (r, r') ... 
nei quali esso incontra diverse generatrici situate da ambe- 
due i lati del punto dato, e tracciata la proiezione vertica- 
le s' e' t' r' ... della sezione, si projetterù il punto Msu questa 
curva in M'. Determinata così la proiezione verticale del punto 
di contatto si potrà per mezzo di due rette ausiliarie (a M, a' M'), 
(b M, b' M') determinare, come si è fatto precedentemente, la 
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generatrice (hMg, h ' M' g ) d'uno dei sistemi, c per mezzo 
delle medesime rette, o di due altre se farà più comodo, ma 
condotte sempre per il punto (Jf, 31). si costruirà col mede- 
simo processo la generatrice dell' altro sistema, la quale insieme 
con la precedente serve a stabilire il piano tangente domandato. 

Problema li. Condurre un piano tangente alV iperboloide ad 
una falda per un punto esterno. 

3t>2. Questo problema ha una infinità di soluzioni, poiché 
sapendo che tutti i piani condotti per una medesima genera- 
trice sono tangenti alla superficie si vede che ogui piano de- 
terminato dal punto dato e da nna delle generatrici sodisfa 
alla questione. 

Il luogo dello rette congiungenti i punti di contatto col 
punto dato è una superficie conica circoscritta all' iperboloide , 
la quale e da essa toccata secondo la linea che sulla superficie 
medesima passa per quei punti. In effetto ciascuna delle con- 
giungenti è sitnatasul piano tangente relativo, quindi essa toc- 
cherà la superficie e apparterrà al cono tangente. 

Problema IH. Date le direttrici d' un iperboloide ad una falda 
e le projezioni d'una retta qualunque, costruire il piano 
tangente parallelo a questa retta. 

383. Costruiamo quel numero di generatrici che crediamo 
opportuno a rappresentare graficamente la superficie, e per cia- 
scuna di esse conduciamo un piano parallelo alla retta data: 
questo sarà tangente all' iperboloide. Ma il numero delle gene- 
ratrici può essere infinito, quindi infinito sarà pur quello delle 
soluzioni di cui è suscettibile il problema proposto. 

Il luogo geometrico delle rette condotte parallelamente alla 
retta data per ogni punto di contatto è una superficie cilin- 
drica circoscritta all' iperboloide, e che la tocca secondo la curva 
che si trova riuneudo con tratto continuo tutti i punti di 
contatto. 

381. Sezioni punk. Come per qualunque altra superficie ri- 
gala la sezione prodotta da un piano nell'iperboloide ad una 
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falda si costruirà corcando i punti in cui esso incontra il mag- 
gior numero di generatrici che sarà possibile di t osti li ire. 

Quando il piano secante passa per una generatrice, la sezione 
è rettilinea, ed è la generatrice dell' altro sistema (N." 377. II.) 
Jn ogni altro caso opereremo come a N.° 381. II ; oppure fa- 
remo passare pel centro della superficie e per ciascuna gene- 
ratrice un piano ausiliario, lo che in generale è più comodo. 

Avvertiamo per ultimo che le sezioni prodotte da un piano 
noli' iperboloide sono curve simili a quelle che lo stoso piano 
produrrebbe nel cono asintoto; e come questo è di secondo 
grado, cosi le curve stesse possono essere dei tre generi i n i h 
iperboli, o parabola. Per riconoscere il genere della se/i"in i ba- 
sta condurre pel centro della superficie un piano parallelo a 
quello secante. So questo piano non taglia il cono asintoto non 
potrà esservi generatrice che non sia tagliata dal piano secan- 
te, e la curva essendo allora chiusa sarà un' ellisse ; se il piano 
condotto pel centro della superficie resulterà tangente al cono 
asintoto vi sarà una generatrice parallela al piano secante che 
non potrà essere da questo incontrata e quindi la curva avrà 
un ramo infinito e sarà una parabola; infine allorché il me- 
desimo piano taglierà il cono, saranno due le generatrici dello 
stesso sistema parallele al piano secante, e perciò la sezione a- 
vrà due rami infiniti c sarà un' iperbole. (ìli asintoti saranno 
paralleli a ciascuna delle generatrici seguendo le quali il cono 
è tagliato, e per determinarli basterà cercare le intersezioni del 
piano secante coi piani tangenti al cono lungo le generatrici 
medesime. 

58."). OssERYAZiom. I. Si dimostra con l'analisi L* clic l'i- 
perboloide ad una falda è dotata di tre assi ortogonali che 
passano poi suo centro, due dei quali sono trasversi, cioè in- 
contrano la superficie, ed uno non la incontra, e perciò dicesi 
non trasverso: 2." che le sezioni fatte dai piani coni >< fi per 
l'asse non trasverso e per ciascuno degli altri due assi sono 
iperbole aventi per asse non trasverso quello stesso della su- 
perficie, e per asse trasverso 1' altro asse : 3.° che la sezione 
fatta dal piano dei due assi trasversi è un' ellisse avente i suoi 
vertici in quelli delle due iperbole precedenti ; e che tutte le 
sezioni prodotte da piani paralleli a quest' ultimo sono ellissi 
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399. Osservazioni. I. Le tre direttrici della paraboloide tan- 
gente ad una superficie storta qualunque determinate nel pro- 
blema generale, possono considerarsi come le generatrici del 
secondo sistema di generazione; e il piano direttore della pa- 
raboloide sarebbe allora parallelo ai tre piani secanti. Osser- 
vando in oltre che questi tre piani sono stati condotti per tre 
punti qualunque della generatrice della superficie data, si vede: 
che se per i differenti punti d' una generatrice d' una superficie 
storta qualunque conduconsi a questa superficie delle tangenti 
parallele a un medesimo piano, queste rette apparterranno ad 
una paraboloide tangente alla superficie in tutti i punti di 
quella stessa generatrice. 

II. Fra tutte le tangenti che da uno stesso punto d 1 una 
generatrice possono condursi ad una superficie storta una ve ne 
ha perpendicolare alla generatrice medesima. Il luogo geometrico 
di tutte le tangenti perpendicolari- ad una medesima genera- 
trice nei differenti suoi punti bara una paraboloide della quale 
il piano direttore e perpendicolare alla generatrice considerata 
sulla superficie. 

Immaginiamo che ciascuna tangente ruotando attorno al 
punto in cui essa incontra la generatrice della superficie data 
faccia un quarto di rivoluzione in un piano perpendicolare alla 
generatrice medesima; tutte si manterranno perpendicolari a 
questa generatrice, e divenendo ognuna perpendicolare alla sua 
prima posizione verrà a coincidere colla normale alla superficie 
storta data. D* altronde le posizioni relative non avranno subito 
alcun cnmbiameuto. ed apparterranno sempre ad una parabo- 
loide. Consegue da ciò che : il luogo geometrico di tutte le nor- 
mali ad una superfìcie storta condotte per i diversi punti d'una 
stessa generatrice è una paraboloide iperbolica. 

•100. Esercizi!. 1.° Date leprojezioni di due parabole eguali si- 
tuate in piaui orizzontali e ad eguale distanza dal piano di una 
terza parabola che si prenderà per sezione principale d' una para- 
boloide iperbolica; e date leprojezioni dell* altra sezione principale, 
costruire le projezioni di una generatrice dell' uno e dell' altro si- 
stema, e trovare la direzione dei piani direttori. 

2.° Costruire le projezioni della linea di contatto d' una pa- 
raboloide ip rbolica con un cilindro cirepscritto. Questa linea è una 
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piano coordinato dalle parallele L T ed A " C Le projezioni 
orizzontali saranno tangenti all'ellisse ac, quelle verticali al- 
l' iperbole a' c'. 

Sia D F la projezione orizzontale d' una generatrice ; si 
progetterà DinD' sulla linea di terra, F inF ' sulla A" G" , 
e D' F' ne sarà la projezione verticale : progettando invece D 
in D" ed f in JP, la retta D" F' sarà projezione verticale 
d' un' altra generatrice avente la stessa projezione orizzontale 
D F, ma appartenente al secondo sistema. Queste due genera- 
trici si incrociano sull' ellisse di gola, e le loro projezioni ver- 
ticali debbono incontrarsi sopra de nel punto che è projezione 
verticale del contatto di D F con 1' ellisse a c, ed esser tan- 
genti al ramo iperbolico C" e C in due punti aventi la stessa 
projezione orizzontale nell' incontro di D F con A C. Così qua- 
lunque retta D F è projezione orizzontale di due generatrici. 

Ogni generatrice d' un sistema ha la sua parallela nell' al- 
tro sistema (N. 377. Ili): tirando E G parallela a D F, e proget- 
tando E in D", G in G ,\a,G' D " projezione verticale d' una 
delle generatrici rappresentato da E G resulterà parallela a 
D' F"; projettando invece EmB e Gin G " la retta D' G" 
resulterà parallela ad F' D ". 

IIL La costruzione del piano tangente nel punto (m, »»') 
dato sopra una generatrice (FI), F' D") e estremamente 
semplice se P iperboloide è definita dai suoi assi. Si condurrà 
per m una seconda tangente C m all' ellisse ac; la retta C F, 
congiungentele traccie orizzontali delle due generatrici che s' incro- 
ciano in (m, to'), sarà la traccia orizzontale del piano domandato. 

Il piano determinato dallo generatrici parallele (GE, G' D '), 
(DF, D J") ha per traccia la G D ; questo piano e tangente 
al cono asintoto della superficie lungo la sua generatrice oi 
parallela a GE; il punto i sarà dunque la traccia di questa 
generatrice e ad un tempo il punto di contatto della traccia 
del cono con Cr 7J.(\. 380). 

La traccia del cono asintoto è un'ellisse simile adac: po- 
tremo determinarne 1' asse maggiore conducendo all' ellisse a c 
le tangenti parallele ad AC; le rette congiungcnti le traccie 
orizzontali delle generatrici da esse rappresentate faranno cono- 
scere i vertici rtj e Cj della traccia del cono, il cui semi-osse 
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Resulta cìu ciò che se la generatrice, la quale appoggiasi 
suir origine dell' elica, passa per uno dei punti di divisione 
dell' asse che han servito al tracciamento della proiezione ver- 
ticale dell'elica stessa, come nella Fig. 192, si avranno altret- 
tante posizioni della generatrice, quanti sono i punti determi- 
nati sulla curva congiungendo successivamente questi punti con 
quelli che si trovano segnati sull'asse al di sopra del punto a'. 

Se per un punto qualunque (0, g) dell' asse vuoisi condurre 
una generatrice, bisognerà cercare il punto dell' elica direttrice 
sul quale essa si appoggia. Supponiamo che questo puuto sia 
(G, G')\ siccome deve essere G ' g l ,~a' g',e d' altronde sap- 
piamo (N. 321) chele ordinate dei diversi punti dell' elica con- 
tate dal piano orizzontale condotto per la sua origine sono 
proporzionali alle ascisse curvilinee contate sulla base a partire 
dall'origine medesima, noi possiamo porre la proporzione: 

H' h x : g' a : : are. A B G II: are. X 
la quale farà conoscere la lunghezza dell' arco X, cioè 1' ascissa 
curvilinea del puuto cercato, che dovrà riportarsi sulla circon- 
ferenza AO, a partire dal puntoci, per determinare la proje- 
zione orizzontale del punto medesimo. 

Due generatrici qualunque (0 A, A a ) , (0 B , b' B ), per 
quanto vicine possano immaginarsi, non trovansi mai in un me- 
desimo piano: poiché meutre le loro projezioni orizzontali si 
tagliano in 0, i punti corrispondenti a , b' hanno altezze di- 
verge sull'asse del cilindro: onde la superfìcie in quistione è 
storta. 

Il cono direttore di questa superficie rigata è di rivolu- 
zione, e perciò dicesi elicoide a cono direttore. 

402. Un punto qualunque (a, a') della generatrice (A 0, A ' a') 
descrive un'elica di passo eguale a quello dell elica direttrice, 
e die si trova sopra un cilindro avente lo stesso asse vertica- 
le (0, 0 0) (Fig. 192). . 

Da ciò che si ò detto al N. 401 s' inferisce potersi la ge- 
neratrice considerare come animata continuamente da due muo- 
vimenti, 1' uno di rotazione attorno all' asse, e 1' altro di ele- 
vazione parallelamente a se stessa in ciascuno dei piani meridiani 
del cilindro sopra i quali successivamente si trova. Quindi il 
punto («, a), girando attorno all' asse (0, 0 0 ) ed eleva n- 
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dosi parallelamente a quest'asse, resterà sempre alla medesima 
distanza da es>o ; e per conseguenza la curva da lui descritta 
dovrà trovarsi sul cilindro retto avente per base il circolo di 
raggio Gol. Ma quando la retta (OA, a A ) passa da una po- 
sizione all'altra, tutti i suoi punti si elevano egualmente; per- 
ciò le differenti altezze verticali d'un medesimo punto («, « ) 
contate al disopra del piano orizzontale L ce ' T saranno, come 
le altezze del punto mobile (A, A ) al disopra del coordinato 
orizzontale, proporzionali agli spazj angolari AB, ABC, ... 
j>ercorsi dalla projezione orizzontale di questo punto attorno al 
punto O. D' altronde questi spazj sono proporzionali agli ardii 
« fi , a [5 y , . . . della circonferenza 0 a ; dunque la curva cercata 
è un' elica avente il passo eguale a quello dell' elica direttrice. 

403. Osservazioni. I. Tutti i cilindri retti, che hanno per asse 
la direttrice rettilinea dell' elicoide a cono direttore, tagliano 
<juesta superficie secondo eliche del medesimo passo. 

II. Per ciascun punto d' un' elicoide a cono direttore si 
può sempre far passare una retta ed un' elica appartenenti alla 
superficie. 1/ elica sarebbe projettata orizzontalmente sopra una 
circonferenza descritta dal piede dell' asse come centro, e con 
un raggio eguale alla distanza del punto considerato dall' asse ; 
il suo passo poi sarebbe eguale a quello dell' elica direttrice. 

III. Nella Fig. 192 noi abbiamo considerato la sola parte 
della superficie compresa fra 1' asse (0, 0' 0") e 1' elica di- 
rettrice. Se però si tenesse conto anche della parte o' A\ della 
generatrice situata al di là dell'asse, la superficie comporreb- 
besi di due falde, le quali s' intersecherebbero secondo 1' asse 
medesimo, e secondo altrettante elicile quanti sono i punti 
u,u 1 ,. . . che la generatrice nella primitiva sua posizione A' A\ 
ha a comune colle altre sue posizioni /*' //' , h' H", ... nel 
piano meridiano OH. 

404. Generazioni diverse dell' elicoide a cono direttore. 
1.° Riguardando il punto (A, A ) come l'origine dell'elica 

direttrice, quella dell' elica trovata al N. 402 sarà in (a, a ) 
sulla medesima generatrice che passa per (A , A ). Talmentechè 
V elicoide a cono direttore pub considerarsi come generata 
da una retta obbligata a scorrere sopra una retta fìssa e su 
due eliche dello stesso passo tracciate sopra due cilindri aventi 
la direttrice rettilinea per asse comune. 
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2.° Osservando che tutte le genertrici della superficie sono 
situate nella stessa maniera per rapporto ai diversi elementi 
d" una medesima elica, è chiaro che Y angolo fatto da una ge- 
neratrice colla tangente air elica nel punto ove questa è da 
quella incontrata è invariabile ; e perciò V elicoide a cono di- 
rettore può considerarsi conte generata da una retta che nelle 
diverse sue posizioni fa sempre Io stesso angolo colV elica di- 
rettrice. 

S.° Tutte le generatrici dell' elicoide storta sono situate 
nella stessa maniera rapporto ai inversi elementi d' uno stesso 
cilindro retto avente j)cr base la projezione d' un' elica qualun- 
que tracciata sulla superficie: quindi V angolo d'una di queste 
gqneratriei col piano tangente al cilindro nel punto in cui que- 
sto è incontrato da quella è pure invariabile ; e perciò V elicoide 
a cono direttore può considerarsi come generata da una retta 
obbligata a incontrare un elica tracciata sopra un cilindro retto, 
e fare con quest'ultimo un'angolo costante. 

4. ° I segmenti determinati sulle generatrici dall' asse del 
cilindro e dall' elica direttrice sono evidentemente eguali; quindi, 
l'elicoide a cono direttore j>uò considerarsi come generata da 
una retta obbligata a scorrere sopra un'elica e l'asse del ci- 
lindro su cui questa curva è tracciata, per modo da conservare 
la stessa lungheeea fra le due direttrici, 

5. " I segmenti determinati sulle generatrici da due eliche 
tracciate sulla superficie souo pure eguali fra loro : onde /' eli- 
coide a cono direttore puh considerarsi come generata da una 
retta di lunghezza costante clic si muove colle sue estremità su 

, due eliche del medesimo passo tracciate su due cilindri retti e 
concentrici. 

L' elicoide a cono direttore può dunque appartenere non 
solo alla Classe I contemplata al N.° 300, ma anche alle altre 
due delle quali è parola nei N. 1 3G3 e 364. 

Problema I. Costruire il piano tangente all' elicoide a cono di- 
rettore, dato il punto di contatto. (Fig. 192). 

405. Questo piano sarà determinato dalla generatrice che 
passa pel punto dato, e dalla tangente all' elica corri*pondcnte 
condotta pel punto medesimo (N. 403 BL). 
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Sia (ni, ni') il punto di contatto, (DO, D d) la genera- 
trice, e la circonferenza di raggio O+n la projczioue orizzontale 
dell'elica che passano per (m, tu'). Il piano orizzontale L' '£' 
determinato dall'incontro («, a ) di questa elica con la gene- 
ratrice (AO, A ' a') sarà quello d' origine dell' elica stc-sa; e 
se noi prendiamo sulla tangente in m alla circonferenza et 0 la 
lunghezza m s — are. m a , e cerchiamo 1' incontro (v, v ) della 
generatrice (DO, D' d) col piano L T , la vs sarà la trac- 
cia del piano tangente domandato sopra L' T . Allora la trac- 
cia orizzontale del piano medesimo passerà per V, traccia oriz- 
zontale della generatrice, e sarà V S parallela a v s. 

406. Osservazioni. I. Tirisi per m la mq perpendicolare so- 
pra VS, e da 0 la On perpendicolare sopra qm; i triangoli 
simili mOn ed m VS danno 

mO. m V—On. m S 
Chiamando A il passo dell'elica, si ha pure (N. 322), 

A.mS — 2 n. m 0. m'p' 
per conseguenza sarà A. m V = 2 ti. 0 n. m ' p ' ; cioè la cir- 
confereuza On è una quarta proporzionale dopo le tre rette 
m'p', mV ed A. Ma il rapporto delle due rette m'p' ed 
m V non è altra cosa che la tangente dell' angolo fatto dalla 
generatrice (DO, D'd) col coordinato orizzontale; quest'an- 
golo e costante per ogni altra generatrice: dunque è pure co- 
stante il raggio della circonferenza 0 n per tutti i piani tan- 
genti all' elicoide storta. 

Se all' angolo anzidetto sostituiamo quello che le generatrici 
fanno con l'asse (0, 0 0 ), ed osservasi che il passo A = A' A", 
V eguaglianza precedente trasformasi nella proporzione 

0' a':0' AMA A ":2s.On 
dalla quale deducesi facilmente la lunghezza della circonferenza 

0 n , e quindi il raggio 0 n, 

II. Descritta la circonferenza 0 li , per la quale bastano 

1 soli elementi che determinano V elicoide a cono direttore, il 
piano tangente in uno qualunque dei suoi punti (w,w') si po- 
trà costruire nel modo seguente. 

1 .° Costruiremo la proiezione orizzontale 0 m D della ge- 
neratrice, e ne cercheremo la traccia Vi 2." condurremo sopra 
0 m il raggio 0 n perpendicolare, e tireremo la indefinita n tu ; 
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3." la perpendicolare condotta da V sopra N m sarà la trama 

orizzontale del piano tangente. 

Per aver poi la traccia verticale, quando occorra, cerche- 
remo quella della generatrice; e se questa fosso fuori dei limiti del 
foglio, si potrà ricorrere ad una parallela ad essa condotta per 
un punto della YS, ed ancho ad una delle orizzontali del 
piano tangente. 

Problema II. Per una generatrice g«a/«wyw (DO, D'd) d'un 
elicoide a cono direttore è sfato condotto un piano V S : 
trovarne il /muto di contatto con la superfìcie (Tig. 192;. 

» 

407. Cercheremo il raggio della circonferenza 0 n nel modo 
indicato al N. 4 OC. I, e descriveremo questa circonferenza col 
centro 0. Condurremo di poi da 0 una perpendicolare sopra 
OD, e dal punto)/, in cui questa incontra la circonferenza, ab- 
basseremo una perpendicolare » q sopra la traccia V S del piano 
dato. Il punto m comune a D 0 ed n q sarà la proiezione oriz- 
zontale del punto di contatta; da questa si dedurrà facilmente 
la prelezione verticale ni. 

Puohlì:ma III. Per un punto esterno condurre un piano tangente 
alV elicoide a cono direttore. 

408. Il problema non è detcrminato salvo nel caso in cui 
sia data una generatrice per la quale debba passare il piano 
richiesto. In tal caso eostruiremo la traccia orizzontale del 
piano che passa poi puuto dato e por (pici la generatrice, e ri- 
petendo le operazioni indicate per la soluzione del problema 
precedente determineremo le projezioni del puuto di contatto. 

Fatte queste costruzioni per ciascuna delle generatrici del- 
l' elicoide, il luogo geometrico di tutti i punti di contatto sa- 
rebbe la liuea di contatto con la superficie conica circoscrìtta 
che ha il vertice nel punto dato. 

Pk »! llma IV. Costruire il piano tangente alV elicoide a co- 
no direttore, data una retta alla quale dire esser pa- 
rallelo. 
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409. So il punto di contatto ha da trovarsi sopra una gene- 
ratrice dati, condurremo per un punto qualunque di essa una 
parallela alla retta data , e costruiremo la traccia orizzontale 
del piano determinato dalla generatrice e ila questa parallela. 
Il punto di contatto sarà in seguito somministrato dalle opera- 
zioni indicate al N. 407. 

Se lo stesso problema risolvcsi per tutte le generatrici del- 
l' elicoide, il luogo geometrico dei punti di contatto sarà la li- 
nea di contatto d' una superficie cilindrica ad essa circoscritta 
c che ha le generatrici parallele alla retta data. 

410. Osservazione. Se la retta data è perpendicolare al coor- 
dinato verticale, il luogo delle proiezioni verticali dei punti di 
contatto sarà la prelezione verticale del contorno apparente del- 
l' elicoide rispetto al coordinato medesimo. Nella pratica però 
è preferibile descrivere una curva che resulti tangente alle 
projezioni verticali dello diverse generatrici per ottenere questa 
parte del contorno apparente della superficie. 

I'koullma V. Costruire un piano tangente all' dico id e a cono di- 
rettore, che sia parallelo a un piano dato. 

411. fi facile dimostrare che i piani tangenti nei diversi 
punti d' una stessa elica sono egualmente inclinati sul coordi- 
nato orizzontale, o, in generale, sul piano della sezione retta del 
cilindro su cui è tracciata 1' elica direttrice. In effetto; se con- 
sideriamo le tre rette ms, sv, vm (Fig. 102), che han con- 
corso alla costruzione del piano tangente in (ih, in), si vedrà 
che esse formano con quelle rappresentate in in' in' v' ed 
m' in' una piramide M m v s (Fig. 193), della quale la costola 
Min è verticale, e gli angoli piani in m fono tutti retti. Im- 
maginiamo le rette analoghe resultanti dalla costruzione del 
piano tangente in un'altro punto Ul'i) della medesima 
elica avente 1' origine in (a, a); avremo un'altra piramide 
M l in l v l s li della quale tutti gli angoli inm 1 sono retti. Ora 
per la natura dell' elica si ha 

Min : M L m l : : m s : m l s x ; Min : M l m t ::mv : m l v t 
e quindi in s : m l s l : : in v : m 1 v L ; dunque le due piramidi sa- 
ranno simili, ed eguali gli angoli diedri aventi per costo- 
le r s e r A t v 
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Ciò posto , si ricercherà 1' inclinazione del piano dato 
sul coordinato orizzontale N. 97 ; e per una generatrice qua- 
lunque dell' elicoide fatto passare un piano che abbia questa 
inclinazione, determineremo il punto di contatto mercè lo co 
strilloni del N. 407. Di poi mediante un movimento di rota- 
zione attorno all'asse (0. 0 0 ) si condurrà la traccia oriz- 
zontale di questo piano ad esser parallela a quella del piano 
dato; e della medesima quantità angolare faremo ruotare la 
proiezione orizzontale della generatrice non che quella del punto 
di contatto. Costruita allora la projezione verticale della gene- 
ratrice corrispondente a questa nuova projezione orizzontale, il 
problema sarà risoluto. 

412. Lezioni nane dell'elicoide a cono direttore. Si ottiene 
facilmente la sezione prodotta da un piano qualunque prendendo 
dei piani ausiliari che passino per 1* asse : ciascuno di essi con- 
terrà una generatrice, e la sua intersezione col piano secante farà 
conoscere il punto in cui questo incontra la generatrice medesima. 

Costruiremo poi la tangente in un punto qualsivoglia della 
sezione determinando la intersezione del piano secante col plano 
tangente in quel punto alla superficie data. 

Se il piano dato passa per 1' asse, la sezione si comporrà d' una 
infinità di linee rette parallele fra loro; poiché saranno le po- 
sizioni prese dalla generatrice dell' elicoide sopra uno stesso 
piano meridiano del cilindro contenente 1' elica direttrice. 

Se il piano dato è perpendicolare all' asse del cilindro, la 
sezione è una spirale d' Archimede. In effetto ; cerchiamo la 
curva seguendola quale l'elicoide rappresentata nella Fig. 192 
è tagliata dal coordinato orizzontale. 11 punto (A, A) appar- 
terrà alla sezione; se poi prendesi a ' h' =k 1 II (N. 401), e 
tirasi h Il . si avrà la generatrice (0£T, h II | che sommini- 
stra un'altro punto (i, i' ) della sezione. 

Ogni altro punto (V, V) sopra una generatrice (OD, d D ) 
si può ottenere mediante la proporzione 

&ic.ADH:&te.AD::HiiD V , 
poiché i triangoli rettangoli (FD, V d l D ), (Hi, h l H' »') 
essendo simili, i loro cateti orizzontali VD, Ili sono propor- 
zionali a quelli verticali d x D' , h v W, e questi per la natura 
dell'elica lo sono agli archi ABD, AD IL 
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Resulta da ciò che la curva può intenderei generata dal 
punto mobile A della indefinita 0 A , la quale giri attorno ad O 
per modo che gli spazi percorsi su di essa dal punto A, come 
D V, Hi . . . sieno proporzionali agli angoli che le posizioni 
0 D V, 0 II i . . . della retta fanno con la posizione inizia- 
le 0 A. Dunque la curva in quistionc è la spirale d' Archime- 
de. (Ved. Corso di Matem. Parte II. X. 297). 

Per descrivere agevolmente la curva A V i dividesi la se- 
micirconferenza A D 11 in un numero n di parti eguali, e cou- 
duconsi i raggi ai punti di divisione. Dividesi poi 1' eccesso//» 
nello stesso numero n di parti eguali, e si riportano 1,2,3... 
di queste parti sopra i raggi vettori 0 B, OC, OD... della 
spirale a partire dalla circonferenza A D H. 

L' angolo A' a' 0' e il passo A' A" dell' elica direttrice 
sono i soli elementi di questa spirale, la di cui costruzione 
è anche indipendente dall' altezza del piano orizzontale secante. 
Ne segue che: tutti i piani perpendicolari aW asse tagliano V c- 
licoide a cono direttore secondo curve eguali fra loro, e che 
sono altrettante spirali d' ArcUmede. 

Nel caso d' un piano secante non perpendicolare air asse, 
la sezione può avere dei rami infiniti, se V iuclinazione del piano 
sull' asse ò minore dell' angolo fatto con esso dalle generatrici. 
Poiché in questo caso il cono direttore dell' elicoide sarà ta- 
gliato da un piano condotto pel suo vertice parallelamente a 
quello secante secondo due generatrici, allo quali saranno pa- 
rallele due delle generatrici dell' elicoide. Se costruisconsi i piani 
tangenti al cono direttore lungo le generatrici anzidette, e per 
quelle corrispondenti dell' elicoide si tirano due piani paralleli 
ai precedenti, le loro intersezioni col piano secante saranuo gli 
asintoti della sezione. 

413. Rilievo dell' elicoide a cono direttore. Per fare un 
modello in rilievo di questa elicoide storti, si può profittare 
dell' ultimo modo di generazione indicato al N. 404. 5.° 

A tale oggetto, dopo aver fatto un' esatto disegno della su- 
perficie compresa fra i due cilindri concentrici di raggi 0 A ed 
0 a. (Fig. 192), ed aventi una stessa altezza, per esempio c- 
guale al passo dell' eliche, costruiremo sopra un sottil foglio 
di carta un trapezio A BOI) (Fig. 194), di cui le basi sieno 
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perpendicolari ad uno dogli altri lati, c V una «li esso A J) sia 
eguale all' altezza del piano d' origine dell' elica interna sul co- 
ordinato orizzontale ; V altra li (' eguale a questa altezza più 
il passo dell'elica; e infine il lato D C sia eguale alla circon- 
ferenza della base del cilindro interno. Diviso questo lato o la 
retta parallela A E in tante parti eguali in quante la cir- 
conferenza medesima è divisa dalle prelezioni orizzontali delle 
generatrici, si condurranno dai punti di divisione altrettanto 
parallele all' altezza . e queste determineranno sul quarto lato 
AB del trapezio i punti flf lf y.. 2 . , a 4 ... i quali saranno 
le posizioni clic sullo sviluppo del cilindro prenderebbero i punti 
dell'elica su cui si appoggiano le diverse generatrici. 

Ciò posto : si riporti sopra una tavoletta orizzontale bene 
spumata la proiezione orizzontale della superficie, e si fìssi ver- 
ticalmente sopra di essa un cilindro solido di base eguale a 
quella del cilindro interno. Si appoggi quindi lungo una delle sue 
generatrici il lato Jì CMel trapezio ora costruito, e si avvolga que- 
sto attorno alla superficie di quello. LT ipotenusa del triangolo 
ABE%\ avvolgerà sul cilindro secondo 1' elica, di cui avremo 
disegnato le projezioni, e fisserà i punti a,, « 2 , a SJ « 4 , 
per cui dovranno passare le diverse generatrici. Allora noi po- 
tremo praticare dei piccoli fori in questi punti e rissarvi al- 
trettanti fili rigidi, la i tii lunghezza sia eguale alla prójezionc 
verticale della generai rice (0-1,. A' a') (Fig. 102). 

Per collocare poi questi fili nei piani verticali respcttivi, 
e fissarli con la dovuta inclinazione costante all' asse dei ci- 
lindri, noi costruiremo un rettangolo J/jV PQ (Fig. 19">), so- 
pra una sottile lastra ben piana, e che può essere anche di 
cartone. Condurremo sopra di esso una retta A A , che faccia 
col lato MQ l'angolo eguale ad A a' 0 , (Fig. 192), eia fa- 
remo eguale ad A o ; osservando che il punto A si trovi 
sulla base del rettangolo, se il piano d' origine dell 1 elica diret- 
trice esterna è nel disegno il piano orizzontale coordinato, od 
altrimenti sia ali" altezza m n quale lo mostra il disegno; e che 
il punto A si trovi alf altezzi A l N del piano d' origine del- 
l'elica esterna. A partire dal punto A porremo sopra A Q la 
lunghezza A B eguale al passo delle eliche direttrici, e la di- 
videremo iu tanti parti eguali quante sono le generatrici oon- 
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tenute nel passo: dai punti di divisione ol x , « 2 , « 3 ... condotte 
altrettante parallele ad A A avremo tutte le posizioni della 
generatrice nei diversi piani meridiani O A, Oli, OC... dei 
due cilindri. 

Per collocare la prima generatrice si porrà il lato M Q 
del rettangolo M N P Q in contatto col cilindro solido in modo, 
che il punto A coincida coli 1 origine dell' elica sopra di esso 
disegnata dai fori fattivi, e il lato M N 0 m « coincida con la 
projezione orizzontale A O della prima generatrice. Allora il 
primo filo rigido dovrà coincidere colla retta A A' : si porrà 
poi il rettangolo medesimo col suo lato M Q a contatto col ci- 
lindro solido in modo che & x coincida col secondo foro e il lato 
M N coincida colla projezione orizzontale della seconda gene- 
ratrice, e s' infiggerà nel cilindro il secondo tìlo rigido che do- 
vrà coincidere con e cosi di seguito. 

Si può avere un rilievo anche più elegante costruendo per 
mezzo di grossi fili metallici le due eliche direttrici fra le quali 
si dovrebbero saldare dei fili più sottili nei punti iu cui sono 
incontrate dalla generatrice determinati col processo precedente. 

Se 1' altezza della superfìcie comprendesse due, tre . . . passi 
delle eliche direttrici, il lato D C del trapezio sopra rammen- 
tato dovrebbe essere eguale a due, tre . . . volte la circonferenza 
del cilindro interno : il resto della costruzione sì del trapezio 
che del rettangolo è facile a comprendersi. » 

414. Ossekvazionk. La superficie elicoide a cono direttore 
ritrovasi nelle viti a verme triangolare, il quale è generato da 
un triangolo che si muove sulla superfìcie d' un cilindro nella 
maniera seguente : 1.° il suo piano passa costantemente per 
Tasse del cilindro; 2." uno de' suoi lati è costantemente disteso 
sul cilindro, e in conseguenza sopra una delle sue generatrici; 
3." una dello estremità di questo lato descrive un* elica sul ci- 
lindro. Ne segue che tutti gli altri punti del triangolo mobile 
descriveranno altrettante eliche del medesimo passo. Nelle grosse 
viti in legno il triangolo generatore è isoscele e rettangolo, 
appoggiandosi colla ba>c sulla superfìcie del cilindro; in altre 
viti è ordinariamente equilatero, ed anche isoscele coli 1 angolo 
r] vertice minore di (>0° e colla base in contatto col cilindro. 
In tutti i casi poi. il passo è eguale al lato che si appoggia 
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sul cilindro, onde la superficie di questo è ricoperta interamente 
dai giri successivi del verme, il quale presenta in qualche modo 
le due falde dell' elicoide. 

Elicoide a plano dikettore. 

415. Questa superficie è un caso particolare dell' elicoide 
a cono direttore, quello cioè in cui la generatrice invece di 
fare un' angolo qualunque coir asse del cilindro su cui è trac- 
ciata 1' elica direttrice, fa con questo asse un' angolo retto. In 
tal caso tutte le generatrici resultano orizzontali, se 1' asse è 
verticale, e il cono direttore si trasforma in un piano parallelo 
al coordinato orizzontale che può considerarsi come un piano 
direttore della superficie. N 

Questa elicoide è nonostante storta; poiché mentre le pro- 
iezioni orizzontali delle generatrici passano tutte per O, (Flg. 100), 
lo corrispondenti projezioni verticali sono parallele alla linea 
di terra, e distinte fra loro. 

Per costruire la generatrice che passa per un punto dato 
(G, G') sull'elica direttrice (A B CD E, A' li' C' D' E) ba- 
sterà unire la projezionc orizzontale G del punto dato con 0; 
dal punto G' condurre una parallela alla linea di terra, e le 
rette 0 G,g G', saranno le projezioni della generatrice richiesta. 

Se il punto dato fosse (0, g) situato sull'asse, bisogne- 
rehbe prima condurre g' G parallela alla linea di terra, pro- 
gettare in G sulla circonferenza A 0 il punto G' ove questa 
pai-alida incontra la projezione verticale dell' elica direttrice, e 
la retta {OG, g' G) sarebbe la generatrice domandata. 

416. Il ragionamento fatto al N. 402 per dimostrare che 
ogni punto della generatrice d' un elicoide a cono direttore de- 
scrive un'elica avente lo stesso passo dell'elica direttrice, vale 
a dimostrare che della medesima proprietà gode pure un punto 
qualunque della generatrice dell' elicoide a piano direttore ; se 
non che mentre il piauo d' origine dell' elica descritta passava 
nel primo caso per il punto in cui trovasi il punto generatore 
nella posizione iniziale della generatrice, ed era per conseguenza 
parallelo al piano d' origine dell' elica direttrice, nel caso at- 
tuale i due piani d'origine coincidono. 
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Osservando che tutte le generatrici sono normali al cilindro 
su cui è tracciata Y elica direttrice può dirsi che V elicoide a 
piano direttore e anche generata da una retta obbligata a scor- 
rere sopra un 1 elica cilindrica e circolare, mantenendosi costan- 
temente normale (dia superficie del cilindro. 

417. Piano tangente. Il piano tangente in un punto qua- 
lunque dell' elicoide a piano direttore contiene la generatrice 
che passa per questo punto, la quale è una retta orizzontale : 
la traccia orizzontale del piano dovrà dunque essere parallela 
alla proiezione orizzontalo della generatrice medesima. Se dun- 
que vorremo costruire il piano tangente nel punto (B, lì ) del- 
l' elica direttrice, (Fig. UH»), basterà prenderò, sulla perpendi- 
colare B S alla 0 B, la B 8 = are. A B, e la *S' V perpen- 
dicolare a li S sarà la traccia orizzontale del piano tangente 
ricliicsto. 

Se vorremo costruire il piano tangente nel punto {(i, /2') 
della stessa generatrice che passa per (li, B), basterà prendere, 
sopra fis perpendicolare ad Olì, la lunghezza [i s — are. a /3 , 
e condurre sv perpendicolare a /5 s per avere la traccia oriz- 
zontale del piano cercato. 

Si troverà un punto della traccia verticale del piano tan- 
gente cercando la traccia verticale della generatrice che passa 
pel punto di contatto. 

4 IH. Osservazione. Tutte le traccio dei piani tangenti all'e- 
licoide a piano direttore si trovano sullo stesso piano orizzon- 
tale, poiché le eliche hanno lo stesso piano d' origine. 

I piani tangenti nei differenti punti d' una medesima elica 
fanno angoli eguali coli' asse, e col piano coordinato orizzontale. 

Le traccie orizzontali di tutti i piani tangenti condotti nei 
differenti punti d' una stessa generatrice sono parallele fra loro, 
e alla generatrice medesima. 

La distanza della projezione orizzontale d' una generatrice 
alla traccia pure orizzontale d' un piano tangente in un punto 
di questa retta, è eguale all' arco compreso fra la projezione 
del punto di contatto e l 1 origine dell' elica che contiene que- 
sto punto. 

419. Reciprocamente, se fosse data la traccia orizzontale s v 
(Y un piano condotto per una generatrice precettata in 0 B, si 
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potrebbe ritrovare il punto di contatto mercè le considerazioni 
precedenti. Poiché, a cagione degli archi A Boti a fi simili, i tre 
punti S, s ed 0 sono in linea retta; e perciò condurremo la 
tangente B S = are. A B , e tireremo 8 0. Questa retta incon- 
trerà la traccia sv in un punto s, dal quale si condurrà s fi 
parallela ad S B ; il punto fi sarà la proiezione orizzontale del 
punto di contatto. 

Sapendo trovare cosi il punto di contatto d' un piano qua- 
lunque condotto per una generatrice, siamo in grado di risol- 
vere per 1' elicoide a piano direttore gli stessi problemi già 
risoluti per V altra a cono direttore. 

420. 1/ elicoide a piano direttore non offre sezioni piane 
notabili. Ogni sezione fatta da un piano perpendicolare all' asse, 
che nell" elicoide a cono direttore abbiamo veduto essere una 
spirale d 1 Archimede, riducesi in questa ad una linea retta. 

421. Se consideriamo i punti (mi, m '),(»,«') in cui un piano 
0 m condotto per Y asse taglia le tangenti a due eliche, tirate 
liei punti nei quali sono incontrato dalla stessa generatrice 
GB, è facile dimostrare che la congiungente (m n, ro' »'), che 
si appoggia suir asse, è orizzontale. Poiché si ha 

B fi ' : fi ' b ' : : B fi : fi 0 ; B fi : fi 0 : : m n : n 0 
m n : n 0 : m n' : n' o' , e perciò B' fi' : fi' V : : »' »' : n' o 
Segue da ciò: 1.° che tutti i punti in cui un piano condotto 
per l'asse, o a questo perpendicolare, tagliale tangenti alle e- 
liche della superficie nei differenti punti d' una medesima ge- 
neratrice, si trovano sopra una stessa retta orizzontale; 2.° che 
le proiezioni verticali delle tangenti alle eliche della superficie 
nei differenti punti d' una stessa generatrice passano pel mede- 
simo punto «Iella projezione verticale dell' asse. 

422. Rilievo dell' elicoide a piano direttore. I metodi indi- 
cati al N." 413, per ottenere un rilievo dell' elicoide a cono 
direttore, sono applicabili per aver quello della superficie di 
cui si tratta. Le modificazioni da farsi sono così ovvie che non 
valgono la peua d' esser notate. 

423. La superficie elicoide a piano direttore si ritrova nelle 
viti a verme rettangolare, il quale è generato da un rettangolo 
mobile sulla superficie d' un cilindro circolare retto, con le stesse 
condizioni del triangolo generatore del verme delle viti ram- 
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meritate al N. 414. Nelle viti in ferro di grandi dimensioni la 
figura generatrice del verme è un quadrato, e il passo dell 1 e- 
lica descritta sul cilindro è doppio dei lati orizzontali del qua- 
drato : onde la superficie del cilindro è solo per metà ricoperta 
dal Verme. 

Anche nelle costruzioni si trova applicata la superficie di 
questa elicoide, in specie nelle scale ad elica a cui può servirò 
d'intradosso, se costruite a giorno. Un bello esempio di que- 
ste scale può vedersi ancora in Firenze nel palazzo del Mini- 
stero dei Lavori pubblici. 

424. Elicoidi d' accordamento. Data una superficie storte, la 
cui generatrice sia obbligata a fare un' angolo con una linea 
0 una superficie determinata, ossivvero a muoversi mantenendo 
una stessa lunghezza fra due direttrici, si possono sempre de- 
terminare gli elementi della geuerazioue d' una elicoide storta 
tangente a quella superficie in tutti i punti d' una medesima 
generatrice. 

I. 9 La superficie storta abbia due direttrici A C li, a la 
sua generatrice faccia costantemente lo stesso angolo con una 
retta D cognita di direzione. 

Qualunque sieno le direttrici, linee o superficie, esse fa- 
ranno sempre conoscere due piani tangenti alla .superficie storta 
in due punti della generatrice. L' elicoide d 1 accordamento avrà 
per direttrici due elicho dello stesso passo che incontrano la 
generatrice nei punti ad essa coniuui e alle direttrici, ed aventi 
per tangenti in questi punti delle rette situate nei piani tan- 
genti alla superficie medesima: infine i cilindri retti che con- 
terranno queste eliche dovranno avere per asse comune una pa- 
rallela alla retta D. Ciascuna di queste curve sarà interamente 
determinata quando si conoscerà il cilindro a cui appartiene 
e una delle sue tangenti. L'elicoide che avrà per direttrici que- 
ste due eliche e l 1 asse dei cilindri suddetti, sarà tangente alla 
superficie proposta in tutti i punti della generatrice comune. 

Per determinare gli elementi di questa elicoide prendasi 
il coordinato orizzontale perpendicolare alla retta D, e sia L T 
la linea di terra (Fig. 197). Sieno [G li, G' 11) la generatrice 
data, ed (M, M), (N, N ) i punti nei quali essa incontra le 
direttrici della superficie; conducuusi i piani verticali NQ, M P 
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perpendicolari a G II, e le intersezioni di questi piani coi piani 
tangenti alla superficie nei punti (Jlf, M), (N, N') sieno le 
rette (Q N, Q' N), (PM. P M ): queste rette saranno tan- 
genti alle eliche cercate. 

Restano a trovarsi i raggi dei cilindri che contengono que- 
ste curve. Osserviamo dapprima che il coordinato orizzontale 
taglia ciascuno di questi cilindri secondo un circolo, la circon- 
ferenza dell' uno dei quali passa per M, e quella dell' altro 
per N: basta dunque determinare la projezione dell' asse comu- 
ne de' due cilindri, la quale è il centro di queste due circonfe- 
renze. A tale oggetto prendiamo per origine dell' elica tangente 
alla retta (P M y V M') il punto in cui questa curva incontra 
il coordinato orizzontale ; 1' origine dell' altra elica sarà allora 
sopra un piano Q' R 1 parallelo a quest' ultimo, e la cui trac- 
cia sarà situata a una distanza N' n' dal punto N' eguale al- 
l' altezza Jf »»' del punto (M, M ) sul coordinato orizzontale. 
Costruiscami i punti (P, P), (Q, Q ) nei quali le tangenti 
alle eliche forano i piani d'origine; e la retta PQ dovrà pas- 
sare per la projezione del centro cercato, che per conseguenza 
si troverà in 0 all' incontro di P Q con G IL 

2. " La generatrice rettilinea delta superficie storta pro- 
posta sia obbligata a fare un annoio costante con una delle 
site direttrici. 

Si condurrà una tangente a questa curva nel punto in cui 
la generatrice la incontra, e si avrà la tangente ad una delle 
eliche direttrici dell' elicoide d' accordamento : gli altri elementi 
della generazione di questa superficie dipenderanno dalla terza 
condizione, a cui la generatrice della superficie data deve 
sodisfare. 

3. * Una dette direttrici della superficie data sia sopra 
una superficie nota, e la generatrice, che dece appoggiarsi sa 
quella, faccia con questa superficie nn angolo costante. 

Si costruisca il piano tengente alla superficie su cui è si- 
tuata la direttrice, e conducasi la tangente a quest'ultima; a- 
vremo così il piano tangente al cilindro retto che contiene 
una delle eliche cercate, e la tangente a questa curva. La terza 
condizione che determina il muovimeuto della generatrice della 
superficie proposta farà conoscerò una seconda rotta tangente 
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alla superficio storta e parallela al piano tangente da noi co- 
struito; e questa retta sarà tangente alla seconda elica dell" e- 
licoide d' accordamento. 

4..° La superfìcie proposta sia generata da una retta 
obbligata ad appoggiarsi sopra una earra di qualsiasi super- 
ficie, rimanendo sempre normale a questa ultima. 

Per il punto in cui la generatrice data incontra la sua 
direttrice si conduca a questa curva una tangente e un piano 
tangente alla superficie ebe la contiene : si otterrà cosi la tan- 
gente ali 1 elica direttrice dell' elicoide d' accordamento, e il piano 
tangente al cilindro rotto che contiene Y elica medesima. Que- 
sto cilindro e questa elica saranno gli elementi della generazione 
(V una elicoide a piano direttore, che si accorda colla superfi- 
cie proposta. 

3.' Il mttovimento della generatrice rettilinea della st*- 
perfìeie proposta sia tale che la porzione di essa eoniprcsa fra 
due direttrici conservi una lunghezza costante. 

Si condurrà una tangente a ciascuna delle direttrici nel punto 
in cui la generatrice le incontra, e si avranno le tangenti alle 
eliche dell 1 elicoide d' accordamento. Per ciascuna di queste rette 
si faccia passare un piano parallelo all'altra, e si otterranno 
così i piani tangenti ai cilindri che contengono le eliche 
cercate. 

425. Osservazione. Le soluzioni precedenti danno in tutti i 
casi gli elementi della generazione d' una paraboloide che si 
accorda colla superficie storta proposta: per esempio nel primo 
caso che noi abbiamo trattato completamente si è ottenuto 
1' asse dell' elicoide d' accordamento, e le tangenti a due eliche 
di questa superficie; queste tre rette parallele ad un medesimo 
piano verticalo possono essere evidentemente le direttrici d' una 
paralxdoide che si accorda coli' elicoide, e per coi^eguenza an- • 
cora colla superficie proposta. 

Nel quarto caso 1' asse è soggetto ad essere parallelo a un 
piano dato, e ad incontrare la generatrice; quest'asse e la tan- 
gente alla direttrice della superficie proposta divengono le di- 
rettrici d' una paraboloide che si accord i con questa superficie, 
e il cui piano direttore è perpendicolare all' asse dell' elicoide 
tangente. 

•)•) 
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12<J. Kskkctzii. 1." Costruire la sezione piana d 1 un' elicoide a 
cono direttore nel caso in cui la inclinazione del piano sull' asse 
della superficie è minore di quella delle generatrici. 

2." Costruire la linea di contatto di una superficie cilindrica 
con una delle nappe dell' elicoide a cono direttore limitata all' eli- 
ca direttrice, 

a) nel caso in cui le generatrici del cilindro fanno col co- 
ordinato orizzontale un' angolo minore di quello delle generatrici 
dell'elicoide, 

b) nel caso in cui le prime sono meno inclinate delle se- 
conde, 

e) nel caso in cui 1' angolo fatto dalle une è eguale a 
quello fatto dalle altre, 

d) nel caso in cui le generatrici del cilindro sono oriz- 
zontali. 

Costruire l' interseziono dell' elicoide a cono direttore, li- 
mitata come noli' esercizio precedente, con una superficie cilindrica 
avente per direttrice 1' elica direttrice dell' elicoide medesima. 

Si facciano sulla inclinazione delle generatrici le stesse ipotesi 
indicate nell' esercizio 2.° 

4. ° Problemi analoghi relativi ad una superficie conica che 
tocchi o tagli un' elicoide a cono direttore. 

5. ° Risoluzione dei problemi precedenti per 1' elicoide a pia- 
no direttore. 

CAPITOLO Vili. 
Superficie inviluppi. 

427. Si chiamano superfìcie inviluppi, o semplicemente invi- 
luppi, le superficie che inviluppano e toccano in tutte le sue 
posizioni un' altra superficie mobile, costante o variabile di for- 
ma durante il movimento. 

Immaginiamo, per esempio, che il centro d' una superficie 
sferica, costante di raggio, si muova sopra una curva data. Due 
posizioni consecutive di questa superficie avranno i loro centri 
infinitamente vicini, e si taglieranno per conseguenza secondo 
un gran rimilo di cui il piano c perpendicolare alla direttrice. 
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Ora il luogo geometrico di tutti questi grandi circoli sarà 
una superfìcie particolare che tocca e inviluppa ciascuna posi- 
zione della sfera mobile; c perciò chiamasi l'inviluppo dello 
spazio percorso da questa sfera. 

La superficie che porta il nome di serpentino è un bcl- 
V esempio dell' inviluppo d' una sfera, il centro della quale per- 
corre un 1 elica cilindrica e circolare. Per trovare i contonu 
apparenti di questa superficie si costruiscono le projezioni del- 
l' elica, e divisa una delle sue spire in un certo numero di 
parti eguali, si descrivono altrettante circonferenze di raggio 
eguale a quello della sfera quanti sono i punti di divisione, i 
quali si prendono per centri. Si ottengono così le projezioni 
della sfera nelle diverse posizioni occupate dal suo centro. Si 
tracciano le linee che inviluppano e toccano le projezioni dello 
stesso nome, e si hanno i contorni del serpentino. Eseguendo 
la figura è facile vedere, 1.° che la projezione del contorno 
apparento rispetto al coordinato orizzontale componesi di due 
circonferenze concentriche alla projezione orizzontale dell' elica 
direttrice; 2.° che la projezione del contorno apparente rispetto 
al coordinato verticale presenta quattro punti di regresso per 
ogni spira dell' elica direttrice. 

Le posizioni dei punti di contatto delle linee che inviluppano 
le projezioni delle sfere mobili non possono essere dato con pre- 
cisione, e perciò le projezioni dell' inviluppo non presenteranno 
grande esattezza. Pur nondimeno questo modo di operare è pre- 
feribile nelle arti grafiche per la sua rapidità e sufficienza, se 
è seguito con cura. 

428. Alla superficie mobile, qualunque siasi, e variabile an- 
che di forma durante il movimento, si dà il nome d' inviluppata. 
Due posizioni consecutive di essa si toglieranno sempre o si 
toccheranno secondo una curva particolare, la quale può anche 
considerarsi come una vera generatrice della superfìcie inviluppo. 

Questa intersezione, che è la stessa per tutti gì' inviluppi 
prodotti da una medesima inviluppata, imprime in quelli un 
medesimo carattere generale ; per cui Monge attribuì ad essa il 
nome di caratteristica. 

429. Dalla data definizione degli inviluppi può dedursi, che 
essi toccano ciascuna delle loro inviluppate secondo la caratte- 
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ristica corrispondente, cioè a (lire, che i piani tangenti ad una 
inviluppata nei differenti punti della caratteristica sono pure 
tangenti all' inviluppo. 

Concepiamo clic una superficie costante, o variabile di forma, 
si muova nello spazio restando sottoposta ad una legge data. La pri- 
ma posizione di questa superficie sarà toccata o tagliata dalla posi- 
zione infinitamente vicina secondo una caratteristica; la seconda 
posizione della inviluppata sarà tagliata dalla terza secondo un' al- 
tra caratteristica che differirà infinitamente poco dalla prima, alla 
quale sarà infinitamente vicina; Interza posizione della superficie 
taglierà la quarta secondo un' altra caratteristica, e così eli seguito. 
Da ciò può inferirsi che una inviluppata qualunque è tagliata o toc- 
cata dalla inviluppata che la precede e da quella che la segue 
secondo due posizioni consecutive della caratteristica, e che per 
conseguenza due caratteristiche consecutive, generalmente par- 
lando, si toccano o si tagliano sopra una inviluppata, come due 
inviluppate consecutive si toccano o si tagliano soli' inviluppo. 

La serie di tutti questi punti d' intersezione o di contatto 
consecutivi, forma sull' inviluppo una curva particolare, che 
tocca tutte le caratteristiche come l'inviluppo tocca tutto le 
inviluppate, ed ha ricevuto il nome di costola di regresso. Se- 
guendo questa linea si riuniscono due nappo distinte delle su- 
perficie inviluppi, dello quali una è formata dall' insieme di 
quelle parti delle caratteristiche che sono da un lato della co- 
stola, e 1' altra nappa dallo parti delle stesse caratteristiche 
situate dall' altro lato. 

430. Le superficie sviluppabili sono della specie degli invi- 
luppi. Immaginiamo che un piano si muova nello spazio, re- 
stando sottojKìsto ad una legge determinata : la prima posizione 
di questo piano sarà tagliato dalla seconda seguendo una linea 
retta; la seconda sarà tagliata dalla terza seguendo un'altra 
retta, e così di seguito : per modo che 1' inviluppo sarà com- 
posto d' una infinità di clementi piani compresi ciascuno fra 
due rette comuni a quelli che sono loro contigui. Ciò posto im- 
maginiamo che un primo elemento giri attorno alla sua in- 
tersezione col seguente per abbattersi sul piano di quest 1 ultimo, 
che il piano formato da questi due elementi giri attorno alla 
intersezione del secondo col terzo per abbattersi sul piano del 
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terzo; che il piano di questi tre primi elementi giri attorno 
alla intersezione del terzo col quarto per abbattersi sul piano 
di quest' ultimo, e così di seguito : si vedrà che V inviluppo 
del piano mobile è suscettibile d' essere spiegato in un piano 
senza rottura o raddoppiamento di parti, e che per conseguenza 
questo inviluppo è una superficie sviluppabile. 

D' altronde è visibile che acciocché una superficie sia svi- 
luppabile è forza resulti composta di elementi piani termi- 
nati da bordi indefiniti e comuni in linea retta ; così Y in- 
viluppo delle posizioni successive d' un piano mobile è una 
superficie sviluppabile, e reciprocamente una superficie svilup- 
pabile è T inviluppo d' un piano mobile. 

431. La legge del muovimento d'un piano mobile può esser 
data in una infinità di maniere: così si può assoggettare que- 
sto piano ad esser sempre normale ad una curva data, o tan- 
gente a due superficie date, o a toccare una superficie data 
secondo i punti d' una curva tracciata su questa superficie, ec. 

V inviluppo di tutti i piani asintoti d' un' iperboloide ad 
una falda sarà dunque una superficie sviluppabile asintotica 
della iperboloide medesima. Noi abbiamo già veduto che que- 
sta superficie è un cono avente il vertice nel centro dell' i- 
perboloide. 

432. 11 piano essendo 1* inviluppata d' una superficie svi- 
luppabile qualunque, ne segue che la caratteristica di queste 
superficie è sempre una linea retta. La costola di regresso for- 
mata dalle intersezioni successive di tutte le caratteristiche 
tocca gli elementi della superficie conio la superficie tocca le 
posizioni del piano mobile : perchè ciascuna caratteristica a- 
vendo due punti a comune colla costola di regresso, cioè quello 
in cui è tagliata dalla caratteristica precedente, e quello in cui 
lo è dalla caratteristica susseguente, resulta che ciascuna ca- 
ratteristica, o ciò che è lo stesso, ciascun' elemento della su- 
perficie è tangente alla costola di regresso. 

Questo piano che passa per due tangenti consecutive d'una 
curva è evidentemente, di tutti i piani possibili che passano 
per un punto dell' arco compreso fra i punti di contatto di 
queste tangenti, quello che presenta colla curva il contatto il 
più intimo; e sarà perciò i7 piano osculatore di questa curva. 
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435. Anche le superficie di rivoluzione possono considerarsi 
come inviluppi di altre superficie. 

I. Sia ZZ 1* asse d' una superficie di rivoluzione (Fig. 198) 
ed AB CD la sua meridiana. Conduciamo per un punto m 
una tangente mqa. questa cuna, e facciami ruotare le due 
linee insieme attorno all' asse ZZ : è chiaro che la curva ge- 
nererà la superficie data; che la tangente genererà una super- 
ficie conica retta avente il vertice sulT asse ZZ', e queste due 
superficie si toccheranno, seguendo il circolo tnni v Ora se imma- 
giniamo che il punto »» si muova sul meridiano A B C D è e- 
videute che a ciscuna delle sue posizioni corrisponderà una 
superficie conica retta analoga alla precedente; che due super- 
ficie coniche consecutive si taglieranno seguendo una caratteri- 
stica circolare »»»,, e che l'insieme di queste caratteristiche 
formerà la superficie data. Dunque ogni superficie di rivolu- 
zione può considerarsi come Y inviluppo del muovimento d' un 
cono retto il di cui asse è quello di rotazione, e di cui la ge- 
neratrice è una tangente m q della curva meridiana. 

IL Per un punto qualunque n della meridiana condu- 
ciamo la normale nr, e col punto r in cui incontra i 1 asse preso 
per centro, o con » r per raggio, descriviamo la circonferenza 
ntsn r k chiaro che questa e il meridiano AB CD si toc- 
cheranno in « ed » a ; per cui se immaginiamo che il sistema 
delle due linee ruoti attorno all' asse Z Z' , la circonferenza ge- 
nererà una sfera, il meridiano genererà la superficie data, e 
queste duo superficie si toccheranno seguendo il parallelo nn r 
Supponiamo ora che il punto u si muova sopra AB CD; ad 
ogni sua posizione corrisponderà una superficie sferica; questo 
superficie consecutive si taglieranno secondo delle caratteristi- 
che circolari mi^ e l'inviluppo delle superficie sferiche sarà 
la superficie data. 

III. Immaginiamo per ultimo che il meridiano A B C D 
sia la base d' uu cilindro retto di cui la generatrice conservisi 
costantemente perpendicolare al piano del meridiano medesimo ; 
è evidente che questo cilindro e la superficie data si tocche- 
ranno seguendo la curva A B C D. Ora immaginiamo che que- 
sta curva si muova attorno all' asse , e che seco trasporti il 
cilindro in questione; è manifesto che questo cilindro prenderà 
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una intimili di posizioni che si toglieranno due a due secoudo 
dei meridiani ; onde l 1 inviluppo descritto sarà l 1 insieme di que- 
sti meridiani, cioè la superficie data- % 

434. Osservazione. Le considerazioni precedenti hanno il loro 
grado d'utilità; poiché avviene talvolta nella soluzione dei pro- 
Memi che le costruzioni riescano estremamente semplici consi- 
derando della superficie proposta una dello sue inviluppate. Così 
ad uua superficie di rivoluzione si potrà sostituire in tali casi 
o la sua inviluppata cilindrica, o quella conica, o la invilup- 
pata sferica. 

Anche nelle arti trovano le superficie inviluppi frequentis- 
sime applicazioni, specialmente in quella del tornitore, e del 
lavoratore in fogli di latta. 

Questi ultimi sanno piegare uu foglio di latta attorno ad una 
serie di linee rette talmente disposte, che il piano del foglio 
si cangia in una superficie sviluppabile, di cui questo foglio 
durante il lavoro è la inviluppata mobile. 

I tornitori finiscono le loro opere con un istrumento di cui 
il tagliente è una linea retta. Allorché essi lavorano, questo 
tagliente descrive per rapporto alla superficie di rivoluzione 
che vogliono eseguire, una inviluppata conica, e variando con- 
venevolmente la direzione dello strumento, le differenti zone 
delle inviluppate si confondono impercettibilmente le une e le 
altre nella superficie di rivoluzione da costruirsi 

Si rileva da ciò che V abitudine deve dare agli operai sopra 
nominati qualche idea della generazione degli inviluppi ; ma ciò 
che sembrerà forse sorprendente, è eh' essi ne hanno un senti- 
mento delicatissimo, e questo sentimento fa loro conoscere alla 
prima ispezione d' una superficie se essi possono o nò eseguirla. 

435. Superficie di bgual pendenza. Sono così chiamate tutte 
le superficie di cui i piani tangenti incontrano sotto una me- 
desima inclinazione un piano fisso, che supponesi orizzontale. 
Sono superficie . di egual pendenza un cono di rivoluzione ad 
asse verticale, un' elicoide sviluppabile ad asse pur verticale, ed 
in generale ogni superficie sviluppabile iti cui la tangente alla 
costola di regresso fa un angolo costante con la verticale. In 
effetto se G e Q* sono due generatrici infinitamente vicine 
sulla superficie sviluppabile, e g, §' due generatrici respettiva- 
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mente parallele ad esse sul cono direttore corrispondente, il 
piano delle due prime sarà parallelo a quello delle seconde. 
Ma il piano delle rette g e g è tangente al cono direttore, o 
fa per conseguenza un 1 angolo costante con 1' orizzonte ; dunque 
altrettanto potrà dirsi del piano determinato dalle rette G e G'\ 
ossia del piano tangente alla superficie sviluppabile considerata, 
la quale sarà perciò di eguale pendenza. 

E dato quindi concludere 1.° che una sviluppabile è d' e- 
gualo pendenza ogni qualvolta il suo cono direttore è di rivo- 
luzione; 2.° che per una tale superficie le generatrici saranno 
lraee di più gran pendenza dei respettivi piani tangenti ; 3.° che 
in conseguenza le generatrici medesime incontreranno normal- 
mente la sua traccia orizzontale, la quale resulterà perciò una 
sviluppante della costola di regresso e della sua projezione ; 
4.* che infine il contorno apparente d' una superficie d' egual 
pendenza sopra un piano verticale è formato dall' insieme delle 
generatrici parallele a questo piano. 

430. Una superficie a" egual pendenza è V inviluppo (V un 
piano. Infatti: trasportasi tutti i suoi piani tangenti parallela- 
mente a se stessi in maniera da farli passare per un medesimo punto 
dello spazio; l' inviluppo di tutti questi piani, egualmente in- 
clinati sull' orizzonte, sarà un cono di rivoluzione ad asse ver- 
ticale. Consideriamo ora uno dei piani tangenti T alla superficie, 
e sia t il piano tangente al cono parallelo a T. Facciasi muo- 
vere questo piano in modo da prendere la posizione T infini- 
tamente vicina, il piano t si muoverà anch' esso per prendere 
la posizione t' parallela a T . Ma quando sul cono è datala po- 
sizione del piano t quella di t' è completamente determinata, 
so è nota la direzione del movimento. Lo stesso dunque potrà 
dirsi del piano T sulla superficie in quistione, e perciò questa 
potrà riguardarsi come generata da un piano che si muove se- 
guendo una legge determinata, o come V inviluppo d 1 uu piano 
mobile. . 

Si hanno superficie d' egual pendenza nelle scarpate delle 
risvolte delle strade e dei canali, in cui bisogna dare al terreno 
che sostiene la strada, o a quello che le sta al disopra, una in- 
clinazione uniforme per la sua stabilità. Il problema consiste 
in far passare per una linea determinata, che è uuo dei bordi 
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della strada, saliente se è in riporto, o rientrante se in taglio, 
una superficie d' cgual pendenza di cui V inclinazione costante 
è data. 

437. Esempi i. I. Suppongasi di dover rappresentare la scar- 
pata <1" una risvolta di strada in riporto; e sia A il ciglio o 
bordo esterno della via, p la pendenza della scarpata. Basterà 
costruire la linea B seguendo la quale la superficie d' egual 
pendenza determinata dalla linea A e dalla pendenza p inter- 
seca quella del terreno sottostante alla strada, che pel tratto 
considerato potremo ritenere come piana. Prenderemo a tale og- 
getto un punto M sulla linea A , e lo riguarderemo come ver- 
tice d 1 un cono di rivoluzione ad asse verticale, di cui le gene- 
ratrici facciano con 1' asse un' angolo complemento di quello 
che le generatrici della superficie da rappresentarsi fanno con 
l'orizzonte; e si costruirà la linea C seguendo la quale un tal 
cono interseca la superficie S del terreno. Ripetendo la stessa 
operazione pel maggior numero di punti presi sulla linea A, 
determineremo sulla superficie S una serie di curvo analoghe 
a G\ e la linea che tutte le inviluppa o tocca esternamente 
sarà la intersezione B cercata : poiché la superficie d' egual 
pendenza può considerarsi come L 1 inviluppo dei coni ram- 
mentati. 

Non è necessario costruire la linea C per intero, ma ne è 
sufficiente una parte che in ciaschedun caso particolare sarà 
facile a riconoscersi. Congiungendo di poi ogni vertice col punto 
in cui la linea lì e toccata dalla curva C si avranno le proje- 
zioni delle generatrici della superficie d' egual pendenza. 

11 medesimo processo di operazioni dee seguirsi per il caso 
in cui la strada fosse in taglio, o si trattasse dell' escavazione 
d' un canale. 

II. Quando la superficie 5 del terreno è orizzontale, la 
soluzione del problema è più semplice. Il piano topografico del 
terreno offre allora la quota di ciascun punto della linea A, 
cioè l' altezza di questo punto al disopra del terreno : sarà 
facile cosa determinare il raggio della base del cono corrispon- 
dente, poiché T angolo al vertice è noto. Da ciascun punto della 
proiezione di A , come centro, descriveremo un arco col raggio 
determinato per quel punto, e l'inviluppo di tutti questi archi 
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sarò la proiezione orizzontale della curva B, o questa curva 

stessa se prendesi il piano del terreno per coordinato. 

Quando la strada sia pure orizzontale, tutti i raggi resul- 
teranno eguali, la linea B saia una curva equidistante da A, 
ed è quella che si ottiene portando sulle normali ad A dello 
lunghezze eguali, contate in una medesima direzione a partire 
da essa. 

438. EskBcizxi. 1.° Costruire le proiezioni della linea di contatto 
della superficie convessa del toro con un cilindro di cui le genera- 
trici hanno una direzione data, riguardando il toro come V invi- 
luppo di un cono di rivoluzione. 

2. ° Rappresentare un' escavazione fatta in un terreno orizzon- 
tale con scarpate a 45°, di cui l'apertura è un'ellisse, e il fondo 
trovasi stabilito in piano orizzontale. 

3. ° Rappresentare una simile escavazione, ma in un terreno 
inclinato d' un' angolo dato all' orizzonte. 

4. ° Rappresentare la scarpata a 45° d' un tratto di strada in 
riporto stabilito sopra un terreno orizzontale, nella ipotesi che il 
ciglio esterno della strada sia un arco parabolico. 

CAPITOLO IX. 
Curvatura delle linee e delle superficie. 

439. Raggi di curvatura. Noi abbiamo parlato dei raggi di 
curvatura relativi alle linee piane ; ora li considereremo per 
rapporto alle linee a doppia curvatura, o storte, completando 

10 nozioni che furono date nel Capitolo I di questo Libro. 

Immaginiamo nello spazio una di queste curve, e concepia- 
mola divisa in elementi infinitamente piccoli. Due elementi 
consecutivi determineranno una posizione del piano osculatore 
(N. 3 1 5 2 n ) ; e se in questo piano si conducono due rette per- 
pendicolari sui punti di mezzo dei due elementi che contiene, 

11 loro punto d' incontro sarà il centro di una circonferenza a cui 
apparterranno i due elementi medesimi ; questa circonferenza 
è quella cui altra volta demmo il nome di osculatrice. e fa 
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conoscere il raggio di curvatura corrispondente all' elemento 
compreso fra i due punti di mezzo considerati, o anche agli e- 
1 ementi stessi. 

Per ogni curva piana ciascun raggio di curvatura è tagliato 
dal precedente e dal susseguente in due centri di curvatura; 
e il luogo geometrico di questi centri è la sviluppata della 
curva data. Non è cosi per una linea a doppia curvatura; 
perchè due centri di curvatura consecutivi»», « (Fig. 199) sono 
in due piani osculatori consecutivi m A B , n B C i quali cor- 
rispondono a tre elementi A, B, C della curva, e tali che se 
la retta determinata da questi centri fosse normale alla cuna 
considerata, essa lo sarebbe nell' elemento B: ora questo ele- 
mento e questa normale determinerebbero il piano osculatore 
che passa per A e per B\ lo stesso elemento B e la stessa 
normale determinerebbero il piano osculatore che passa per B 
e per C\ dunque questi due piani osculatori si confonderebbero, 
lo che non può avvenire in generale che nel caso di una curva 
piana. 

Segue di là che le normali M nt', n o o',p p' . . . d' una 
curva a doppia curvatura AB CD E.. . condotte per i centri 
m, », o, p ... delle circonferenze osculataci non sono due a 
due nel medesimo piano; e perciò la superficie eh' esse forma- 
no è storta. 

Così tutte le curve possibili non hanno veramente che ima 
sola curvatura in ciascuno dei loro punti; e sotto questo rap- 
porto lo curve piano differiscono dalle curve storte soltanto nel- 
l' avere tutte lo loro curvature situate nel medesimo piano, 
mentre due curvature consecutivo delle seconde non sono 
mai nel medesimo piano. Per tale ragione è stato dato a que- 
sto il nome di curve storte, siccome sonosi chiamato superficie 
storte quelle prodotte da una retta mobile, di cui duo posizioni 
consecutive non sono nello stesso piano. 

440. Sviluppate delle linee storte. Concepiamo una retta 
condotta pel centro (T un circolo perpendicolarmente al suo 
piano e indefinitamente prolungata da una parte e dall'altra: 
ciascun punto di essa sarà ad egual distanza da tutti i punti 
della circonferenza; e perciò immaginando che una retta, ter- 
minata da una parte ad uno dei punti della circonferenza e 
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dall' altra a un punto qualunque della perpendicolare, ruoti at- 
torno di questa ultima presa per asse, facendo costantemente con 
essa il medesimo angolo ; la sua estremità mobile descriverà la 
circonferenza del circolo con la stessa esattezza che se facessimo 
girare il raggio attorno al centro. La descrizione della circonferenza 
per mezzo del raggio, la quale non è che un caso particolare della 
prima, è per la sua semplicità più propria a dare 1' idea della 
estensione del circolo; ma trattandosi di descrizione, la prima 
può in certi casi essere preferibile ; poiché prendendo sull' a^se 
due poli situati da una parte e dall' altra del piano del circolo, 
poi conducendo per questi punti due rette che si tagliano in 
un punto della circonferenza, e facendo in seguito muovere il 
sistema di queste due rette attorno all' asse per modo che il 
loro punto d' intersezione sia fisso sull 1 una e sull' altra, questo 
punto descriverà la circonferenza del circolo senza che sia sta- 
to necessario di costruire innanzi il piano nel quale essa dee 
trovarsi. 

Sia ora Tif .A a Z) una curva storta qualunque tracciata nello 
spazio (Fig. 200). Per un punto A di questa curva conducasi 
un piano M N 0 P perpendicolare alla tangente relativa; per 
il punto a infinitamente vicino sia pure condotto un piano 
mnO P perpendicolare alla tengente in a ; questi due piani si 
taglieranno secondo una retta 0 P che sarà 1' asse della cir- 
conferenza, di cui il piccolo arco A a della curva data può far 
parte: talmente che se dai punti A, a si abbassano due per- 
pendicolari su questa retta, queste perpendicolari eguali fra loro 
la incontreranno in un punto G, che sarà il centro. Tutti gli 
altri punti g, g' , g" ... di questa retta saranno ciascuno a 
eguali distanze da tutti i punti dell'arco infinitamente piccolo 
A a, e potranno per conseguenza essere riguardati come altret- 
trettanti poli dell' arco medesimo. Così se da un punto qua- 
lunque g di quest' asso si conducono due rette ai punti A ed a, 
le rette g A, ga saranno eguali fra loro, e formeranno coli' as- 
se degli angoli A g 0 , agO eguali pure fra loro : di modo che 
volendo definire la curvatura della curva nel punto A bisogne- 
rebbe dare la lunghezza A G del raggio di cim atura ; e se si 
trattasse di assegnare la direzione della curvatura, bisognerebbe 
dare la posizione del centro G nello spazio. Ma se è seinpli- 
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cernente quistione di descrivere il piccolo arco A a, basterà 
egualmente o di far ruotare la retta A g attorno all' asse senza 
altcraro 1' angolo A g 0 che fa con esso, o di fare ruotare il 
raggio di curvatura A G perpendicolare a quest' asse. 

Così la retta 0 P può esser riguardata come la linea dei 
poli dell' elemento A a ; il centro di curvatura di questo ele- 
mento è quello fra i suoi poli del quale la distanza all' elemento 
è un mi» ohi) \ infine il suo raggio di curvatura è la perpendi- 
colare A G abbassata dall' elemento sulla linea dei poli. 

Facciasi per tutti i punti della curva storta la stessa ope- 
razione clic abbiamo fatta sopra uno dei suoi elementi ; cioè a dire, 
si faccia passare per tutti i punti consecutivi A, A', A", A' ' . . . 
(Kg. 201) altrettanti piani, come MNOP, perpendicolari cia- 
scuno alla tangente della curva nel punto in cui la taglia; il 
primo di questi piani sarà incontrato dal secondo in una retta 0 P 
luogo geometrico dei poli dell' arco A A' , il secondo lo sarà 
dal terzo in una retta 0' P' luogo dei poli dell' arco 
A' A" , e così di seguito. Egli è evidente che il sistema di 
tutte le rette d' intersezione, o la superficie sviluppabile che 
esse formano col loro insieme, sarà il luogo geometrico dei poli 
della curva KAD ; poiché questa curva non avrà polo che 
non sia sulla superficie, e questa superficie non avrà punto cho 
non sia il polo di qualcuno degli elementi della curva. 

Dal puntoci della curva, per il quale passa il primo piano 
normale MNOP, sia condotta in questo piano, e secondo una 
direzione arbitraria, una retta A g fino che essa incontri la se- 
zione OP in un punto g; per i punti A\ g sia condotta nel 
secondo piano normale la retta A g prolungata fino al suo in- 
contro colla sezione 0' P in un punto g sia parimente con- 
dotta A' g' g , e così di seguito. La curva che passa per 
tutti i punti g,g g" . . . e una sviluppata della curva K A D ; 
poiché tutte le retto Ag, A' g' , A" g" ... sono le tangenti 
della curva g g' g" . ... Di più se immaginiamo che la prima 
A g ruoti attorno 0 P, come asse, per venire ad applicarsi sulla 
seguente A ' g non avrà cessato di esser tangente alla curva 
gg' g" •••> e la sua estremità A, dopo aver percorso 1' arco 
AÀ' t si confonderà colla estremità A' della seconda. Si fac- 
cia parimente girare la seconda YmcaA'g attorno 0 P , come 
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asse, fiuehè non siasi applicata sulla terza A" g' \ essa non ces- 
serà d'esser tangente alla curva g g' g" ...e la sua estremità 
A' non abbandonerà l'arco A' A , e così di seguito. Dunque 
la curva gg'g" ... è tale che se s'immagina che una delle 
sue tangenti giri attorno di essa non cessando di conservarsi 
tangente nel suo movimento, il quale non dee mai aver luogo 
nel senso della sua lunghezza, uno dei punti di questa tangente 
descriverà la curva A' A D ; dunque essa è una delle sue svi- 
luppate. Ma la direzione della prima retta A g era arbitraria, 
e qualunque altra fos*e stata la direzione datale nel piano 'nor- 
male, avremmo trovato una curva analoga a g g' g" ... che 
sarebbe pure una sviluppata della curva K A D. Una curva qua- 
lunque ha dunque una infinità di sviluppate situate tutte so- 
pra una medesima superficie curva. 

Le rette A' g' e A" g' formano degli angoli eguali con la retta 
0' P'; e T elemento g g ' essendo il prolungamento della retta 
A" g', ne segue che i due elementi consecutivi gg , g' g della 
sviluppata// g' g" ... formano angoli eguali con la retta 0' P 
che passa pel loro punto d' incontro. Ora allorché si sviluppa 
la superfìcie per applicarla sopra un piano, gli elementi della 
sviluppata non cessano di fare gli stessi angoli con la retta ()' P' : 
dunque due elementi consecutivi della curva g g' g" . . . consi- 
derati nella superficie distesa sopra un piano formano angoli 
eguali con una stessa linea retta, e perciò si trovano sul pro- 
lungamento T uno dell' altro. Segue di là che ciascuna delle 
sviluppate d' una curva storta diviene una linea retta allorché 
la superficie sviluppabile che tutte le contiene, è distesa sopra 
un piano ; quindi essa è la più corta linea die possa condursi 
fra le sue estremità. 

441. Osskkvàzioni. I. Un modo facile per ottenere una qua- 
lunque delle sviluppate d' una curva storta, allorché si ha un 
modello della sviluppabile, che tutte le contiene, può essere il 
seguente. Tirisi per un punto della curva un filo tangente alla 
superficie, e avvolgasi in seguito su quesf ultima tenendolo 
sempre teso; in grazia della tensione, esso prenderà la dire- 
zione della linea la più corta fra le sue estremità, e traccerà 
per conseguenza sulla superficie una delle sviluppate della cur- 
• va data. 
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IL Si concepisce ancora come sia possibile di generare 
con movimento continuo una curva qualunque storta; per- 
chè dopo aver costruitola sviluppabile, inviluppo di tutti i piani 
normali della curva, se da uu punto dato nello spazio, e -per 
il quale la curva deve passare, si dirigono due fili tangenti a 
questa superficie; e dopo averli piegati tendendoli sulla super- 
ficie stassa, si fissano per le loro estremità, il punto di riunione 
dei due fili che avrà la facoltà di muoversi col piano tangente 
alla superficie, senza strisciare nò suir uno dei fili uè sull' altro, 
genererà nel suo muovimento la curva proposta. 

III. Tutto ciò che noi abbiamo detto rapporto alle curve 
storte conviene egualmente alle curve piane: con questa diffe- 
renza soltanto che tutti i piani normali essendo perpendicolari 
al piauo della curva, tutte lo loro intersezioni consecutive sono 
pure perpendicolari allo stesso piano, e per conseguenza paral- 
lele fra loro. La superficie inviluppo di tutti questi piani nor- 
mali è allora una superficie cilindrica, di cui la sezione retta 
è la sviluppata ordinaria della curva. Ma questa superficie ci- 
lindrica contiene pure tutte le sviluppate storte della stessa 
curva, e ciascuna di queste sviluppate fa con tutte le genera- 
trici rettilinee della superficie cilindrica degli angoli costanti. 

Così lo spigolo d' una vite ordinaria è una delle sviluppate 
della sviluppante del cerchio che serve di base alla superficie 
cilindrica sulla quale esso si trova ; e qualunque sia la lunghezza 
del passo della vite, se il diametro del cilindro non cambia, lo 
spigolo sarà sempre una delle sviluppate della medesima curva. 

442. Raggi e linee di curvatura delle superficie curve. Im- 
maginiamo nello spazio una superficie convessa qualunque, della 
quale sia A un punto, ed Ali (Fig. 202) la normale corri- 
spondente; e per fissare le idee supponiamo eziandio che in 
grazia della posizione della superficie questa normale resulti 
verticale. 

Se prendesi sopra A R un punto C, la sfera avente per 
centro questo punto e che passa per A sarà tangente alla su- 
perficie data ; cioè a dire le due superficie avranno a comune 
una^ faccetta, la quale per i diversi valori del raggio A li può 
essere più o meno estesa. Così se la superficie data fosse sfe- 
rica, è chiaro che la sfera variabile avrebbe con essa una pie- 
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cola superficie di contatto, ma tanto più considerevole quanto 
meno differiscono fra loro i raggi delle sfere. Per giungere a 
conoscere le superficie sferiche che hanno con la superficie 
data il contatto il più intimo nel punto A, considereremo la 
callotta infinitamente piccola MmNn, la quale circonda il 
punto A, e immagineremo condotti per la normalo Ali una 
infinità di piani. Questi taglieranno la callotta MmMn se- 
guendo archi infinitamente piccoli, i quali avranno sulla nor- 
male A R , i loro raggi di curvatura, in generale di grandezza 
differente; ma uno di essi AR più grande di tutti gli altri, 
e corrispondente a un piccolo arco M A N, V altro A r più 
piccolo di tutti e corrispondente a un altro piccolo arco m A n. 

Immaginiamo che il raggio della sfera variabile prenda 
tutti i valori possibili da zero fino all' infinito ; o, ciò che torna 

10 stesso, immaginiamo che il centro C di questa sfera si muova 
sulla retta indefinita A R a partire dal punto A. Si vede che 
fino a che il punto C non è pervenuto inr, estremità del rag- 
gio di più grande curvatura, il contatto della sfera colla su- 
perficie data sarà di più in più intimo ; e appena il punto C 
avrà oltrepassata V estremità R del raggio di minore curvatura, 

11 contatto sarà di meno in meno intimo. 

Quanto alle sfere, i di cui raggi saranno compresi fra A r 
ed A R , è facile a provarsi eh' esse hanno colla superficie data 
un contatto meno considerevole di quello che hanno le sfere 
A r ed A R. Sia v A t un piccolo arco d' una dello sezioni 
fatte dai piani condotti per A R ; questo arco e la corrispon- 
dente circonferenza osculatrice si confonderanno da v in /, e 
il raggio di questa circonferenza sarà una retta A 0 minore 
di A R e maggiore di A r. Ciò posto immaginiamo che la cir- 
conferenza ruoti attorno A R\ la superficie sferica generata 
avrà il centro in C, e il raggio A C compreso fra A R ed A r; 
e T arco generatore v A passerà necessariamontc nel suo muo- 
vimento al di sopra di A M e al di sotto di A m ; quindi è 
forza concludere che V arco v A comune alla sfera generata e 
alla superficie data è un 1 arco di intersezione. 

Prendiamo infatti su questo arco un punto qualunque x 
(Fig. 203), e immaginiamo che senza allontanarsi nò avvici- 
narsi alla normale in A , esso si muova prima sulla sfera, poi 
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sulla callotta data. Nei primo movimento descriverà un' arco 
oriz2ontale B x D che sarà la base d'un cilindro verticale 
GH1K contenente la curva Ex F descritta nel secondo muo- 
vimento; e questa curva avrà una parte x F al di sotto di li x D, 
ed una parte x Ual di sopra. Ora se 1' arco v x A fosse un' arco 
di contatto, le due linee Bxl), Ex F sarebbero tangenti fra 
loro; la seconda dovrebbe avere in x un punto d' inflessione, 
e per tangente in questo punto la orizzontale T x tangente 
alla circonferenza B x D ; e il piano tangente alla callotta data 
passerebbe per la orizzontale T x e per la linea ux tangente 
in x all' arco 9 X A , la quale fora nel medesimo punto x il 
cilindro GHIK. Supponiamo che la parte di questo cilindro 
rappresentata sulla figura, sia infinitamente stretta nella dire- 
zione G //; la sua intersezione col piano tangente determinato 
da Tx e nx, sarà 1' elemento di contatto dello linee T x e 
B xD\ onde se V arco v x A fosso un' arco di contatto, que- 
sto piano lascerebbe sulla curva ExF dei punti della superfi- 
cie data al di sopra di se, e altri al di sotto; ciò che non è 
ammissibile, poiché questa superficie è una superficie conves- . 
sa : dunque ec. . . . 

Avviene dell' arco A t (Fig. 202) ciò che ha luogo dell' ar- 
co vx A \ e lo stesso può dirsi di ogni altro arco che non sia 
MAN o mA n, perchè questi ultimi sono evidentemente ar- 
chi di contatto delle sfere respettivc A R al A r con la cal- 
lotta Mm N ti. 

È pertanto manifesto che le sfere aventi per raggile retto 
A li, A r cho sono i raggi di minore e di più grande curva- 
tura della superficie data, sono quelle che la toccano il più 
intimamente possibile. Queste sfero che sono alle superficie ciò 
che le circonferenze osculatrici sono alle linee cune, hanno ri- 
cevuto il nome di sfere osculatrici. 

È noto che la circonferenza osculatrice si trova da un lato 
delle sviluppanti al di fuori di essa, e dall'altro lato al di den- 
tro; così la sfera osculatrice, che si può considerare come ge- 
nerata da una circonferenza osculatrice in movimento attorno 
alla normale, tocca la superficie data esternamente da un lato 
del punto A, e internamente dall' altro lato. Talché quelle di 
cui è parola toccano la callotta Min Nn secondo gli archi re- 
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spettivi M A N t m A n, e la tagliano secondo altre curve che 

passano per il punto A. 

443. Quando la superfìcie data in luogo di esser convessa iu 
A y come noi abbiamo supposto, fosse non convessa, conformata 
per esempio come la gola di una puleggia, l' uno degli archi 
analoghi ad M A N ed m A w, non sarebbe più, propriamente 
parlando, quello di minore curvatura. 

Per provare tale verità , osserveremo che questi archi 
M A N, w A n in una superficie convessa, sono distinti dagli 
altri per le curvature loro che comprendono quelle delle altre 
sezioni; mentre gli archi i quali godono della stessa proprietà 
sopra una superficie non convessa in A (Fig. 204), presentano 
necessariamente delle curvature in senso contrario, e di cui i 
raggi A li, Ar sono situati rapporto alla superficie data, l 1 uno 
da un lato di questa superficie l'altro dal lato opposto. 

Ora uno di questi archi non è più quello di minore cur- 
vatura ; poi se immaginiamo che il piano normale giri attorno 
ad A C, è chiaro che più esso si allontanerà dalla posizione 
m A ft, o MAN, e più la sua curvatura diminuirà fino a can- 
giare di senso ; e siccome è forza che quella passi per zero ac- 
ciocché un tal cangiamento si operi, ne segue che devono tro- 
varsi fra M A ed m A da una parte, e fra n A ed N A dal- 
l' altra parte, due sezioni normali di curvatura nulla, e di cui 
i raggi di curvatura sono per conseguenza infiniti. 

Tuttavia queste curvature nulle non saranno dei limiti che 
comprendono le altre curvature, poiché i loro raggi essendo 
situati tanto da un lato della superficie quanto dall' altro lato, 
esse saranno il passaggio dalle curvature situato da un laU» a 
quelle situate dall'altro lato della superficie medesima. Dietro 
ciò sottintendendo che le curvature degli archi MA N, m A n li- 
mitino le altre curvature delle sezioni normali ; MA N essendo 
quello che ha la minor curvatura in un senso, ed mAu quello 
che ha la minor curvatura ncll' altro senso ; e di più supjwnondo 
che M A N abbia un raggio più grande che m A n, noi con- 
tinueremo a chiamare M A N V arco di minor curvatura, ed 
m A n quello di più gran curvatura. 

Ciò posto avverrà, come nel caso di una superficie convessa, 
che la circonferenza osculatricc d' una sezione normale qualunque, 
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girando attorno A C, passerà al di sopra d' uno degli archi MA, 
m A, e al di sotto dell' altro. E perchè 1* arco vx A fosse 
un' arco di contatto bisognerebbe, come nel caso precedente, che 
la tangente alla circonferenza orizzontale descritta da un punto 
qualunque x di vxA, toccasse la intersezione della superficie 
data cou quella di un cilindro retto verticale avente questa circon- 
ferenza per base ; ora questa sezione cilindrica avrebbe già del- 
le tangenti orizzontali sopra A m e sopra A M ; e perchè essa 
ne avesse un 1 altra fra A M ed A n, faria d' uopo contenesse fra 
le sezioni di minore e di più gran curvatura tre punti d' infles- 
sione, cièche evidentemente non può aver luogo per un punto 
qualunque A d' una superficie. 

Noi stabiliremo dunque il principio che una superfìcie qua- 
lunque ita per ciascuno dei suoi punti due sfere osculatrici, i 
raggi delle quali sono raggi di curvatura delle sezioni normali 
di massima e minima curvatura. 

444. Poiché T arco m A «, (Fig. 202 e 204), è un' arco di 
contatto della superficie data, qualunque essa sia, e della sfera 
osculatrice A r, la normale in m a una di queste superficie è 
pure normale all' altra : e come le normali d' una sfera pas- 
sano tutte pel centro, ne segue che la normale in m alla su- 
perficie data è la retta mr condotta pel punto m e pel cen- 
tro r di massima curvatura. Si può dimostrare parimente che 
la normale in M è la retta M R che passa per M e pei cen- 
tro B di minima curvatura. Dunque gli archi MAN, mAn 
di minima e massima curvatura sono tali, che allontanandosi 
infinitamente poco dal punto A seguendo le loro direzioni, le 
normali M R, mr dei punti Meàm ai quali si perverrà, incon- 
trano la normale A C del punto di partenza. 

Allontanandosi dal punto A seguendo ogni altra direzione 
differente da MAN o mAn, la normale alla superficie data 
nel punto qualunque x, al quale si perverrà, non incontrerà A C. 
Infatti immaginiamo condotto pel punto a; e per la normale 
A C un piano : questo taglierà la callotta M m N n secondo una 
piccola linea v x A t che sarà la intersezione della superficie 
data e della sfera avente per raggio il raggio di curvatura A 0 
di v x A t : d' onde noi concluderemo intanto che le normali in 
x alla superficie data e alla sfera A C sono rette differenti. 
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Per il punto x concepiamo un piano normale alla curva vzAt; 
esso conterrà ad un tempo le due normali: ma quella della 
sfera sarà la retta che congiunge il punto z col punto in cui 
il piano normale è incontrato da A R, cioè a dire il punto C : 
ora questo piano normale non conterrà alcun' altra retta con- 
dotta per x, la quale possa incontrare A R\ dunque la nor- 
male in x alla superficie data non può incontrare A R. Segue 
da ciò che le normali alla callotta M m N n in punti infinita- 
mente vicini a quello A nel rinate si tagliano le due sezioni di 
minima e nmssima curvatura incontrano la normale della su- 
perfìcie in A , e sono le sole c/te godano di questa proprietà. 

415. Consideriamo una porzione AB CDFE (Fig. 205) d' una 
superficie cilindrica qualunque, e sia L uno dei suoi punti. 
Di tutte le sezioni che un piano condotto per la nonnaie LP 
può fare su questo cilindro, quella di cui il raggio di curvatura 
in L è massimo è necessariamente la generatrice B LF, per- 
chè il raggio di curvatura di una linea retta è infinitamente 
grande. Ciò posto, conduciamo per la normale LP un piano 
IL K perpendicolare a quello determinato da LP e B LF\ 
questo piano taglierà la superficie cilindrica data, secondo una 
curva 1LK\ ora è manifesto che questa curva si allontanerà 
dal piano tangente in L più di qualunque altra situata sul ci- 
lindro; dunque di tutte le sezioni fatte da piani condotti per 
L^essa è quella di cui il raggio di curvatura ini è minimo. 

Si vede intanto che sopra un cilindro gli archi LN, LM 
di più grande e di minor curvatura sono rettangolari fra loro. 
È d 1 altronde ben chiaro che allontanandosi infinitamente poco 
dal punto L seguendo questi archi, le normali MQ, NP dei 
punti J/ed N, ai quali si arriva, incontrano la normale L P, per- 
chè le rette LP, MQ normali nei punti d'un medesimo ele- 
mento B L F sono parallele e si tagliano all'infinito; e le rette 
LP, NP normali nei punti della sezione 1 LK, fatta da un 
piano perpendicolare alle generatrici rettilinee del cilindro, sono 
in questo piano, e conseguentemente s' incontrano. 

È pure facile a vedersi che allontanandosi dal punto L, se- 
guendo una direzione L 0 differente da L M ed L N, la nor- 
male al punto 0 infinitamente vicino al punto L non incontra 
LP. Infatti conduciamo per il punto 0 il piano iOk perpen- 
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dicolare a B L F; questo piano conterrà la normale 0 Re sarà 
parallelo al piano 1LK che contiene LP; ma perchè le rette 
L P ed 0 R situate in piani paralleli potessero incontrarsi bi- 
sognerebbe che fossero esse stesse parallele: ora il cilindro non 
ha nelle vicinanze del punto L normali parallele ad L P tranne 
quelle corrispondenti ai punti della generatrice BLF; perciò 
L P non può essere incontrata da 0 R. 

446. Ciò bene inteso , sia A (Fig. 206) , un punto d' una su- 
perficie qualunque, ed M A NV arco infinitamente piccolo di mi- 
nima curvatura. Immaginiamo in primo luogo condotto un piano 
per la normale A 11 e per la tangente in A all' arco M A N\ 
questo piano taglierà la sfera osculatrice A R secondo un cir- 
colo al quale apparterrà l 1 arco infinitamente piccolo M A N. 
Immaginiamo in secondo luogo condotto per il punto A un piano 
tangente alla superficie data, e tracciata per quel punto e in 
questo piano tangente una retta A B che sia ad angolo retto 
sopra M A N\ poi conduciamo una serie di piani paralleli a 
quello determinato dalla retta A B e dalla normale A R. Questi 
piani taglieranno la piccola zona comune alla sfera osculatrice 
A R e alla superficie data secondo gli archi infinitamente pic- 
coli M' Mm, A' A a, N' Nn ... e le tangenti M C, A B, ND... 
condotte pei diversi punti dell' arco M A N agli archi suddetti, 
considerati come appartenenti alla sfera, formeranno una piccola 
porzione M A N D B C di cilindro, del quale le linee di mi- 
nima e massima curvatura in A saranno AB ed MAN. Se 
dunque prendonsi su queste linee due punti P ed M infinita- 
mente vicini al punto A, le normali M R e PS del cilindro, 
corrispondenti a questi punti, incontreranno AR. 

Immaginiamo ora che il punto A si muova sulla superfi- 
cie data nella direzione della tangente A B, cioè a dire per- 
pendicolarmente ad MAN, d'una quantità infinitamente pic- 
cola A a; e concepiamo che le linee e superficie considerate in 
A vengano in o modificandosi grado a grado secondo la natura 
della superficie in esame. La curva di contatto M A N del 
cilindro e di questa superficie prenderà una posizione wi a n in- 
finitamente poco differente di forma e di situazione dalla curva 
MAN t la porzione di cilindro MA ND B C varierà puro in- 
finitamente poco ; e poiché 1' arco Aa c infinitamente piccolo . 
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Li retta A R normale ad un tempo alla superfìcie curva e al 
cilindro non lascerà il piano BAU; onde la posizione a r, alla 
quale si arresterà, incontrerà la normale A li. Dunque V arco 
infinitamente piccolo A a. perpendicolare ad MA N, sarà P arco 
di massima curvatura della superficie data; e possiamo stabilire 
che gli archi infinitamente piccoli di minima c di massima cur- 
vatura in uno staso punto di una superficie qualunque si ta- 
gliano ad angolo retto. Dalla curvatura di questi due archi 
desumesi quella di ogni superficie, e perciò dicesi che in gene- 
rale una superficie qualunque lui in ciascuno dei suoi punti 
due sole curvature. 

447. Vediamo alcune conseguenze della proprietà ora di- 
mostrata. Sia LPl\L i (Fig. 207) una porzione di superficie 
curva qualunque, ed L un punto scelto arbitrariamente sulla 
medesima, nel quale immagineremo costruita la normale. Noi 
abbiamo veduto che si può passare, seguendo due direzioni dif- 
ferenti, da L ad un' altro punto M o L l per ciascuno dei 
quali la nuova normale alla superficie incontra la prima, e che 
queste due direzioni sono ad angolo retto sulla superficie medesima. 
Sieno dunque 7, J/ed L L l queste due direzioni: dal punto M si 
potrà passare seguendo due direzioni differenti ad un 1 altro punto 
No M x por ciascuno dei quali la normale corrispondente incontra 
la normale in M; e sieno M N ed M M l queste due direzioni ret- 
tane- >! ari in 31. Operando in simile modo pel punto JVsi troveranno 
lodile direzioni NO ed NN X rettangolari in N; per 0 si trove- 
ranno le due direzioni 0 P, OO p e così di seguito. La serie 
dei punti L, M, N, 0, P... pei quali due normali consecu- 
tive Fono sempre in un piano formerà sulla superficie una linea 
curva che in.lieherà sempre la dire/ione d'una delle due cur- 
vature della superficie, e questa curva sarà una linea «li prima 
curvatura che passa pel punto L. Operando per il punto L L 
come si è fatto perL, si potrà dapprima passare, secondo due 
dil ezioni rettangolari ad un nuovo punto M x o L 2 per ciascuno 
dei quali la nuova normale incontra la normale in L x ; e si 
troverà puro una nuova serie di punti L x ,M l , ±S\ ,O lt P lt ... 
che formeranno sulla superficie curva un' altra linea di prima 
curvatura che passa pel punto L v Operando egualmente pei punti 
/, ,. L 3 . /«,.... trovati come L x ed . L 2 , si avranno delle nuove 
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linee di prima curvatura L t M a N t () n _ 1\ . L a M 3 N s 0, />„..., 
che passano pei punti respettivi L fl £ a , . . . e die dividono 
la superficie considerata in zone. Ma la serie dei punti LJ^.L^ /, ? 
per i quali due normali consecutive sono ancora in un piano 
formerà sulla superficie medesima un' altra curva che indicherò, 
sempre la direzione dell'ultra curvatura: M, M lf M t , M a . . . 
formeranno un' altra linea di seconda curvatura Che possa per 
M; la serie dei punti N, N l , N„, jV 3 . . . formerà una terza 
liuea di seconda curvatura che passa per A, e co-i di seguito: 
e tutte le lince di seconda curvatura divideranno la superficie 
in altre zone. 

Questi due sistemi di linee di curvatura di ogni superficie 
tagliandosi ad angolo retto, divideranno la superfìcie in ele- 
menti rettangolari ; e ciò avrà luogo non solo se queste linee 
sono infinitamente vicine, come da noi è stato supposto, ma an- 
che quando quelle di un sistema sono a distanza finita le une 
dalle altre. Vediamone un' esempio nelle superfìcie di rivoluzione. 

448. Tagliando una superficie di rivoluzione con una serie 
di piani condotti per 1" asse, le sezioni resultanti saranno linee 
d 1 una delle curvature della superficie; perchè una curva è linea 
di curvatura quando in ciascuno dei suoi punti l' elemento della 
superficie cilindrica tangente alla superficie nell" elemento della 
curva ha la sua generatrice perpendicolare alla curva medesi- 
ma (X. 44(1). Ora questa condizione ha qui luogo non solo in 
ciascun punto della curva per un' elemento di superficie parti- 
colare, lo che sarebbe sufficiente, ma anche per rapporto a tutta 
la curva per una stessa superficie cilindrica. Di più tagliando 
la medesima superficie di rivoluzione con una serie di piani 
perpendicolari all' as^e le sezioni circolari che se ne ottengono 
saranno le linee dell' altra curvatura ; perchè se per uu punto 
qualunque d' una di queste sezioni s 1 immagina condotta la tan- 
gente al meridiano della superfìcie, e supponiamo che questa 
tangente si muova parallelamente a se stessa per generare 1" ele- 
mento d 1 un cilindro tangente alla superfìcie, guesta sarà toc- 
cata da quello nell' arco di cerc hio che resulta perpendicolare 
alla retta generatrice. Così in una superficie qualunque di ri- 
voluzione le linee di curvatura sono i meridiani per una delle 
specie, e per V altra curvatura sono i paralleli; ed è evidente 
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che queste due serie di curve si tagliano ad angolo retto sul- 
la superficie. 

•149. Se per tutti i punti d' una delle lince di curvatura 
LMNOP, (Fig. 207), d' una superficie curva s'immaginano 
delle normali ; siccome la prima di osse incontra la seconda, la 
seconda incontra la terza, e così di seguito, ne resulta che il 
luogo geometrico di queste normali, di cui due si trovano sem- 
pre in un medesimo piano, sarà una superficie sviluppabile nor- 
male alla superficie data in tutti i punti della linea di curva- 
tura, secondo la quale la incontra. D' altronde questa linea 
emendo essa pure perpendicolare in ogni punto alle normali 
componenti la superficie sviluppabile, sarà una linea di curva- 
tura anche di questa ultima superficie. La costola di regresso 
della superficie sviluppabile, a cui tutte le normali sono tangenti, 
è una delle sviluppate della curva LM NO P; essa è il luogo 
dei centri di curvatura di tutti i punti di questa linea; dun- 
que è pure quello dei centri d' una delle curvature della su- 
perficie data per tutti i punti della curva LMNOP. Fatta 
la stessa osservazione per tutte le altre linee di curvatura della 
stessa specie L x M x N x O x P x , L 3 M a M a N 3 0 9 P 2 . . . , avremo 
una serie di superficie sviluppabili tutte normali alla superficie 
data; e il sistema delle costole di regresso di tutte queste su- 
perficie formerà un' altra superficie curva, che sarà il luogo di 
tutti i centri d' una delle curvature della superficie considerata. 

Ciò che noi abbiamo trovato per una delle due curvature 
della superficie ha egualmente luogo per V altra ; esiste cioè 
un' altra serie di superficie sviluppabili formate ciascuna dalle 
normali di ciascuna linea di curvatura L L x L a L 3 . . . dell' al- 
tra specie, e di cui le costole di regresso formano un' altra su- 
perficie luogo dei centri della seconda curvatura. 

Segue da ciò che: tutte le normali d'una superficie cuna 
possono essere considerate come le intersezioni di due serie di 
superficie sviluppabili, tali che ciascuna di esse incontra nor- 
malmente la superficie proposta, tagliandola secondo una linea, 
che è nel medesimo tempo linea di curvatura della superfìcie 
data e linea di curvatura della sviluppabile: e che di più cia- 
scuna delle superfìcie sviluppabili della prima serie incontra 
tutte quelle della seconda in linea retta e ad angolo retto. 
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450. la alcuni casi particolari le duo superficie, luoghi dei 
centri di curvatura d' una superficie curva, sono indipendenti. 
Se ne ha un 1 esempio nelle superficie di rivoluzione, per le quali 
una di quelle superficie si riduce all' asse di rotazione, e 1' al- 
tra è una seconda superficie di rivoluzione generata dalla svi- 
luppata piana del meridiano attorno all' asse della superficie 
considerata. Ma più di frequente, o nel caso generale, le due 
superficie dei centri di curvatura sono le due nappe o falde 

• d' una medesima superficie. 

Esebcizii. (*) 

451. 1.° Costruire le projezioni d' un tetraedro regolare sapendo : 
che la lunghezza dol suo lato è 0,» 098; che la projeziono orizzon- 
tale del vertice i è aO," 114 dalla linea di terra; quella del ver- 
tice B è alla destra delia precedente distante da essa di 0, B 081, 
e ad una distanza di 0, m 033 dalla linea di terra; che la proiezione 
orizzontale di C è alla sinistra delle due precedenti ad una distanza 
di 0," 060 dalla prima e di 0, m 048 dalla seconda ; infine che la 
projezione verticale del vertice D è al disotto di quella di il, e ad 
uua distanza di 0. m 043 dalla linea di terra. 

2. ° Costruire la projezione del corpo generato dalla rotazione 
d'un triangolo equilatero attorno ad uno dei suoi lati. Il segmento 
determinato sulla linea di terra dalle perpendicolari congiungenti 
le projezioni degli estremi dell' asse di rotazione A B è 7 centime- 
tri ; le distanze di A dal coordinato orizzontale e dal verticale sono 
respettivamente 15 e 14 centimetri, e quelle del punto B sono 5 e 
10 centimetri. 

3. ° Costruire le projezioni d' un cilindro di rivoluzione di 
cui il raggio e 3 centimetri, e che è tangente a due piani, sapen- 
do: che le traccio di questi fanno con la linea di terra degli an- 
goli di 30° e 45», ma in senso inverso, talché V insiome delle quattro 
traccio forma un parallelogrammo; che la distanza dei punti d' in- 
contro de' due piani con la linea di terra è 23 centimetri. 

4. ° È dato un cilindro di rivoluzione che ha per asse la linea 
di terra, e centimetri 4, 5 di raggio; ed è data una retta di cui la 
traccia verticale è a 12 centimetri dalla linea di terra al disopra 

(*) Il maggior numero di questi esercizii ha fatto parte delle com- 
posizioni di Matematiche proposte ai candidati per V ammissione alle 
diverse Scuole di Applicazione in Francia. 
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del coordinato orizzontale, e la traccia orizzontale a 0 centimetri 
da questa linea e in avanti del coordinato verticale, essendo centi- 
metri 7, 5 la distanza dei piedi delle perpendicolari condotte da 
quei punti sulla linea di terra. 

Costruire le proiezioni del cono di rivoluzione tangente al ci- 
lindro, avente per asse la retta data, e per vertice la traccia ver- 
ticale di essa. 

5. ° É dato un toro di cui 1' asse è verticale, col raggio del 
circolo di gola eguale a 12 millimetri, e di cui la circonferenza 
generatrice ha 34 millimetri di raggio. É data pure una retta oriz- 
zontale situata a 20 millimetri al disopra del parallelo massimo, e 
che passa a 14 millimetri dall' asse facendo un angolo di 45° col 
coordinato verticale. 

Costruire le proiezioni del luogo dei piedi delle normali con- 
dotte dai punti della retta al toro. 

6. ° Una ellisse, situata in un piano perpendicolare al coordi- 
nato verticale e inclinato di 45° su quello orizzontale, ruota attorno 
ad una verticale che incontra il grand' asse della projezione 
orizzontale dell' ellisse in un punto qualunque. Domandasi la proje- 
zione verticale del meridiano principale della superficie generata. 

7. ° Rappresentare coi suoi contorni apparenti un solido ter- 
minato da un' iperboloide di rivoluzione e da duo piani. L' iperbo- 
loide ha per asse una orizzontalo inclinata di 45° sulla linea di 

. terra, e per generatrice una retta parallela a questa linea; i piani 
sono perpendicolari all' asso ed egualmente distanti dal centro del- 
l' iperboloide. 

Si traccino su questo solido dodici generatrici d' lino stesso si- 
stema ; e gli archi d' iperbole che appartengono ai contorni appa- 
renti sieno tracciali tangenzialmente alle projezioni delle generatrici. 

8. ° Costruire la sezione prodotta da un piano parallelo alla 
linea di terra con la superficie di rivoluzione generata dalla rota- 
zione d' un ellisse attorno ad una retta situata nel suo piano e pa- 
rallela al suo piccolo asse. 

9. ° Un cilindro di rivoluzione è tangente al coordinato oriz- 
zontale ed ha le sue generatrici parallele alla bnea di terra. Una 
sfera ha il centro sulla generatrice di contatto e per raggio il dia- 
metro del cilindro. Costruire la linea d' intersezione di queste duo 
superficie. 

Basterà rappresentare soltanto la metà della sfera situata al 
di sopra del coordinato orizzontale. 

10.° Costruire la intersezione d'un cono e d'un cilindro noi 
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Paso in cui il cono è di rivoluziono con 1' asso verticale; e il cilin- 
dro ha una generatrice comune col cono, per traccia orizzontalo 
una ellisse di cui il piccolo asse è la projezione orizzontale della 
generatrice comune, e il grand' anse è doppio del piccolo asse. 

11. ° È dato un cilindro di rivoluziono con V asse orizzontale, 
e fi domandano: 1.° la projezioni d' un cono di rivoluzione aveuto 
il suo vortice noi piano orizzontale dell' asso del cilindro ed è tangente 
ad esso; 2.° le proiezioni della intersezione delle due superficie. 

12. ° È dato un cono di rivoluzione colla base di raggio eguale 
a 6 centimetri sul cordinato orizzoutale, o di cui 1" asse verticale ha 
14 centimetri di lunghezza. È data uua sfera di raggio eguale a 5 
centimetri, e col centro situato sopra uua generatrice del cono, di 
cui la projezione orizzontale è inclinata di 40* sulla linea di terra. 
Domandansi le projezioni della intersezione delle due superficie, la 
tangente in uno qualunque dei suoi punti, e lo sviluppo della su- 
perficie laterale del cono. 

13. ° È data un' ellissoide di rivoluzione con 1' asse perpendico- 
lare al coordinato verticale. Si taglia questa superficie con un piano 
qualunque, e prendesi la linea d' intersezione* per direttrice d' un 
cono avento per vertice il punto più elevato dell' ellissoide al diso- 
pra del coordinato orizzontale. Trovare la traccia del cono sul piano 
orizzontale condotto pel centro dell' ellissoide. 

14. " Uua sfera solida, il cui raggio è 9 centimetri, ha il suo cen- 
tro distante di 10 centimetri da ambedue i piani coordinati. Essa 
è tagliata da un cono di rivoluzione di cui il vertice si trova sul 
piano meridiano della sfera parallelo al coordinato verticale, e pro- 
jettato orizzontalmente a 8 centimetri dalla projezione orizzontale 
del eentro della sfera, e verticalmente alla distanza di 27 centime- 
tri dalla linea di terra. L' angolo del cono è di 40." •Costruire lo 
projezioni della parte di sfera che rimane allorché so ne toglie 
quella che è noli' interno del cono. 

10.° Costruire la intersezione d' un' iperboloide di rivoluzione 
avente 1' asse verticale con un cono di rivoluziono di cui 1' asse pa- 
rallelo alla linea di terra passa pel centro della iperboloide. 

16. " La traccia orizzontale d'un cilindro è una iperbole, e 
le sue generatrici sono parallele ad una retta comunque inclinata sui 
piani coordinati. Costruire la traccia verticale del cilindro, e le proje- 
zioni della linea seguendo la quale è intersecato da un cono avente per 
traccia orizzontale una circonferenza ed una generatrice parallela 
alle generatrici del cilindro. 

17. " V, data una porzione di toro compresa fra il piano del 
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Buo parallelo massimo , preso per coordinato orizzontale, c due 
piani condotti pel centro c formanti col primo piano un triedro 
trirettangolo ; è dato poi un semicono di rivoluzione situato in que- 
st' angolo tangente al toro, ed avente per vertice il centro del toro 
e per asse una retta data sul coordinato orizzontale. Costruire le 
projezioni della intersezione delle due superficie. 

18. ° Costruire le projezioni d' un' iperboloide di rivoluzione 
e d'una paraboloide iperbolica, la quale abbia per piano direttore 
il coordinato orizzontale, e per direttrici V asse dell' iperboloide ed 
una retta cbe incontra la linea di terra e il piano dol circolo di 
gola in un punto interno a quel circolo. 

19. ° Costruire le traccie d' una superficie rigata avente per 
direttrici una circonferenza orizzontale e duo rette, di cui l 1 una è 
verticale e passa pel centro della circonferenza, V altra è parallela 
alla linea di terra. 

20. ° È data una 3fera avente 6 centimetri di raggio, e di cui 
il centro è projettato in punti situati a 12 centimetri dalla linea 
di terra. Di due coni circoscritti a questa sfera, e che per conse- 
guenza si tagliano secondo due curve piane, 1' uno è solido; e si 
domandano le projezioni della parte di questo cono solido che ri- 
mane compresa entro l'altro. 
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APPENDICE 



METODO DELLE PROIEZIONI QUOTATE. 

• 



CAPITOLO L 
Rappresentazione delle linee rette. 

♦ 

Problemi. 



452. Preliminari. In tutti i casi in cui lo dimensioni d'un 
oggetto nella direzione orizzontale sono eccessivamente grandi 
rispetto a quelle ch'esso presenta nella direzione verticale, il 
metodo ordinario delle due projezioni, orizzontale e verticale, 
riesce incomodo, e manca della chiarezza indispensabile in ogni 
grafica costruzione. A tale inconveniente è stato riparato sosti- 
tuendo alle projezioni verticali dei diversi punti dell' oggetto 
dei numeri scritti a lato delle corrispondenti projezioni oriz- 
zontali per rappresentarne le altezze sul coordinato orizzontale. 
Questo modo di rappresentare gli oggetti si adatta con grandis- 
simo vantaggio alla superficie del terreno, e mirabilmente si 
presta allo studio dei lavori pei quali è necessario conoscere 
con la maggiore approssimazione possibile la sua forma. La rap- 
presentazione è così ottenuta da un solo piano, che supponesi 
sempre orizzontale ; e poiché i numeri, che indicano le distanze 
dei punti del terreno nella direzione verticale, diconsi quote, è 
stato dato a questo particolar modo di rappresentazione il nome 
di metodo delle projeziom quotate, e quello di piano quotato alla 
proiezione orizzontale d' un oggetto fornita delle indicazioni nume- 
riche atte a farne conoscere le dimensioni verticali delle sue parti. 

In tutto ciò che segue indicheremo con le majuscole 
A, B, C, i diversi punti nello spazio, e le loro projeziom 
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con le minuscole corrispondenti a, b, c susseguite dalle re- 
spetti ve quote in parentesi. Così il punto A (Fig. 208) situato 
m. 7, 8 al disopra del piano P sarà rappresentato dalla pro- 
jezionc a (7, 8). Di più indicheremo d' ora innanzi col sem- 
plice nome di piano di projezionc quello che serve alla rap- 
presentazione dell' oggetto. 

453. Il piano orizzontale, per rispetto a cui sono prese le 
quote dei punti, dicesi piano di paragone, ed è quello stesso 
che prendesi per piano di projezionc. Nei disegni topografici è 
ordinariamente piano di paragone quello tangente al livello del 
mare, e trovasi perciò al di sotto di tutti i punti rappresen- 
tati sul diseguo. Potrebbe prendersi per piano di projezionc 
qualunque piano orizzontale, che la projezione dell' oggetto ri- 
marrebbe la stessa: ma in generale scegliesi sempre quello di 
paragone per evitare la necessità d' indicare con segni contrarii 
le quote dei punti situati al disopra o al disotto del piano di 
projezione. Tuttavia se un disegno fosse quotato per rispetto ad un 
piano P (Fig. 209) situato al disopra di tutti i punti A d' un' og- 
getto, e si volcsso cambiarlo in un 1 altro P' distante dal primo 
in. 30 , e al disotto di tutti i punti dell' [oggetto medesimo , 
basterebbe sostituire a ciascuna quota, la sua differenza da 30. 
Così se la projeziono a del punto A rispetto a P ha per quota 
m, 12, quella della sua projezione a' sopra P' sarà 

m. (30 — 12) s= m. 18. 

454. In ogni piano quotato le dimensioni sono rappresen- 
tate da linee e da numeri. Ma qualunque volta occorra com- 
pararle fra loro, ed eseguire costruzioni con lunghezze espresse 
in questi due modi , dee poterei trovare immediatamente la 
grandezza geometrica corrispondente ad una grandezza nume- 
rica data, e reciprocamente. Egli è quindi necessario che cia- 
scun piano sia accompagnato da una scala che offra la gran- 
dezza lineare dell' unità numerica, e quella dei principali mul- 
tipli e sotto-multipli dell' unità, Questa può essere anche una 
scala semplice come quella di ~ rappresentata nella Fig. 210; 
la lunghezza a b — 5 rara, rappresenta la lunghezza dell' u- 
nità. ed è stata riportata successivamente 10 volte da a in 

e a sinistra una volta da a in c; quest'ultima parte e stata 
divisa in 10 parti eguali, e può in conseguenza somministrare 
i decimetri. 
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Non di rado invece di ricorrere alla scala si usa un 
doppio decimetro diviso in centimetri e millimetri, sul qua- 
le si possono riportare e valutare le lunghezze di cui si ab- 
bisogna» 

455. Una retta A B (Fig. 211) dello spazio è determinata 
quando se ne conosce la projezione orizzontale ab c sono date 
le quote di due de 1 suoi punti A e B. Suppongasi che esse 
sieno respettivamente m. 3, 5 e m. 4, 0 ; se per a e b con- 
duconsi due perpendicolari ad ab, e cercando sulla scala le lun- 
ghezze a A, b B espresse dalle quote suddette, tirasi A B, re- 
sulterà il trapezio a A Bb rettangolo in a e 6, di cui il lato A B 
è la lunghezza vera del segmento projettato in a b, e che può ser- 
vire, siccome avremo occasione di vedere, per risolvere il mag- 
gior numero di problemi relativi alla linea retta. 

Tirando A C parallela uà ab, la lunghezza B C esprimersi 
la differenza d 1 altezza dei due punti A e B. Questa linea di 
cui la lunghezza è evidentemente determinata dalla differenza 
delle quote dei due punti A e B, dicesi distanea verticale di 
questi punti> mentre chiamasi distanza orizzontale la retta a b 
congiungente le loro proiezioni orizzontali. 

456. Una retta orizzontale è determinata dalle proiezioni 
di due qualunque dei suoi punti e dalle quote eguali di essi. 
Reciprocamente se le quote scritte sullo projezioni orizzontali 
di due punti d' una retta sono eguali, la retta corrispondente 
nello spazio sarà orizzontale. 

457. Una retta verticale ò rappresentata dal punto in cui 
essa incontra il piano di projezione. A quosto punto non si dà 
alcuna quota se la retta è indefinita; si danno le quote dei 
suoi estremi, quando la retta è di lunghezza finita. 

Puoblema I. Determinare la projezione e la vera lunghezza della 
retta cìte unisce due punti dati A e B. (Fig. 211). 

458. Sieno m. 3, 5 e m. 5, C le quote dei punti dati, ed 
a, b le loro projezioni. La projezione della congiungcnte A B 
sarà la retta ab che unisce queste projezioni. 

Si può trovare geometricameute la distanza di due punti, 
costruendo il trapezio retta ugolo aABb nel modo indicato al 



368 Appendice. Capitolo I. 

N. # 455, e valutando poi in metri colla scala del piano la lun- 
ghezza A B. 

Ma si può anche valutare direttamente in numeri la di- 
stanza medesima, considerando che essa è V ipotenusa di un 
triangolo rettangolo . 1 B C di cui i cateti sono le due distanze 
orizzontale e verticale dei punti dati. La scala del piano dà 
per distanza orizzontale a b = m. 5 , la distanza verticale è 
5, 6 — 3, 5 = m. 2, 1 ; onde si trova A B — m. 5, 42. 

Problema II. Data la proiezione <T una retta quotata in due 
punti, determinare la quota d'un punto qualunque di que- 
sta retta. (Fig. 211). 

459. Sieno a b la projezione data; m. 3, 5 e m. 5, G le quo- 
te dei punti a e 6, e d sia la projezione del punto di cui 
cercasi la quota. 

1. ° Costruiremo il trapezio rettangolo a A Bb, e dal 
punto d condurremo una perpendicolare ad ai fino ad incon- 
trare in D il lato A B ; la retta d D rappresenterà geometri- 
camente 1' altezza richiesta, e questa riportata sulla scala del 
piano farà conoscere la quota del punto projettato in d. 

2. ° Nella pratica è talvolta più comoda la costruzione 
seguente, mercè la quale si trova V eccesso della quota di D 
su quella di A. Conducesi per a una retta qualunque a F\ e 
cercata la distanza verticale 5, 6 — 3, 5 = m. 2, 1 dei due punti 
A e B, si riporta questa sopra a F riducendola in un rapporto 
qualunque. Se per esempio si fa aF— mm. 21, ogni millime- 
tro di a F corrisponderà ad 1 decimetro di distanza verticale. 
Congiungesi b con F, e tirasi d G parallela a 6 F\ è chiaro 
allora che a cagione della lunghezza a F esprimente la distanza 
verticale fra A e B, la lunghezza a G esprimerà quella fra 
A e D. Trovasi a(r~mm. 8, 5; e si conclude che la quota 
di D è 3, 5 -hO, 85 — m. 4, 35. 

3. ° Si può operare anche in altro modo per determinare 
la quota del punto D. Conduconsi per a e b due parallele 
qualunque a m , b n; sopra un doppio decimetro si determinano 
due punti m ed n di cui la distanza sia ad una scala qua- 
lunque, un multiplo o un summultiplo della distanza verticale 
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dei punti A e B ; si colloca in seguito il doppio decimetro 
sul piano di projezionc in modo che i due punti m ed n se 
gnati sul suo bordo si trovino su quelle parallele, e il bordo 
stesso passi per d : allora dalla lunghezza del segmento d m 
deduecsi la distanza verticale dei punti A e D. 

Nella Fig. 211, in cui la distanza verticale fa A e B è 
m. 2, 1 o 21 decimetri, è stata presa sul doppio decimetro la 
lunghezza mn = 42 millimetri, talché ogni decimetro di di- 
stanza verticale è rappresentato da 2 millimetri di m n. Si trova 
il segmento m d — m m. 1 7 , e si conclude che la distanza ver- 
ticale fra A e I) è S decimetri e mezzo ; quindi sarà la quota di D 

3, 5 — 0, 85 — m. 4, 35 
Qucst' ultima maniera si adopra allorquando le due parallele 
« m e b n sono state tracciate per servire ad altre operazioni. 

Problema III. Trovare sopra una reità quotata in dtuj pun- 
ti fa projezionc d' un terzo punto, di cui h data la quo- 
ta. (Fig. 211). 

400. Sia a b la projezionc d' una retta quotata ai punti a 
e b coi numeri 3, 5 e 5, (J: vogliasi la projezionc d' un punto 
di questa retta avente per quota in. 4, 35. 

1. ° Si costruirà il trapezio rettangolo a A Bb, e sopra 
b B si riporterà la lunghezza 6 K = m. 4 , 35 : tirata allora f>er 
K ima parallela a b a fino ad incontrare la A B in />, la D d 
perpendicolare ad ab farà conoscere la cercata projezionc d. 

2. ° In pratica si può condurre una retta a F qualunque, 
e su questa preudore due segmenti a G, aF proporzionali allo 
distanze verticali 0, 85, e 2, 1 del punto cercato e del punto B 
rispetto adX Sicno per esempio min. 8, 5 e min. 21; tirando 
allora G d parallela alla congiungeute F con b, conosceremo 
il punto d. Adoperando il doppio decimetro, si rende inutile il 
tracciamento delle rette indicate, poiché collocato quello col 
bordo sul punto a si possono segnare col lapis i punti F e G 
alla distanza di mm. 21 e m m. 8, 5. Si ottiene in seguito la 
direzione G d mercè il muovimento della squadra posta dap- 
prima con uno de' suoi lati nella direzione Fb. 

3. ° Quando sul piano si trovassero tracciate due* paral- 

24 
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lelc per a e b, si segneranno sul doppio decimetro tre punti 
f», d, n in modo che i segmenti in d , mn sieno proporzionali 
alle distanze verticali di d e di h sopra a: nel caso attuale 
mà = m m. 47, ed in n — : mm. 42. Collocheremo di poi il doppio 
decimetro per modo che questi tre punti si trovino il primo 
sulla parallela condotta per «, il terzo sulla parallela condotta 
per b, e il secondo sopra « b. Il punto così detcrminato ?opra 
« b è quello cercato. 

461. Osservazione. La soluzione precedente serve a trovare 
il punto d' incontro d' una retta data con un piano orizzontale 
qualunque, ed anche la sua traccia sul piano di proiezione. 
Poiché nel primo caso basterà determinare la proiezione del 
punto che ha la stessa quota del piano, e nel secondo quella 
del punto avente per quota 0. 

Si può eziandio riconoscere col medesimo processo se due 
rette, le cui proiezioni si tagliano, effettivamente s' incontrano 
nello spazio: poiché basterà verificare se il punto comune alle 
due prelezioni ha la stessa quota sull' una e sull' altra retta. 

4G2. Modulo della retta. Si dà questo nome al rapporto 
della distanza orizzontale d di due punti d' una retta alla loro 
distanza verticale v. Indicando con M il modulo, la formula 

v 

esprime geometricamente la distanza orizzontale di due punti, 
dei quali la distanza verticale è eguale all'unità lineare. In 
effetto se immaginiamo costruito sopra la prelezione a b d' una 
retta *(Fig. 211) il trapezio rettangolo a A lì b , e tirata AC 
parallela ad A B, prendesi C K— 1, e poi conducesi K D paral- 
lela ad A d il punto D sarà elevato sopra A d' un' unità lineare; 
e dai due triangoli simili A ED, AC B si avrà la proporzione- 

AC : C B :: A E : ED 
dalla quale dednecsi 

A £ = E D. £~ = —^=M 

(J li V 

■\iV.\. Dalla formula precedente ritraesi: 

d — v. M . . . (1) ; v — . . . ( 2 ) 

cioò 1.* hi tlistuuxa orizsontale di due punti d' una retta è 
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determinata dal prodotto della loro distaila verticale mot Indi- 
cata pel modulo. 

2." la distanza verticale di due punti oV una retta è de- 
tcrminata dal quoziente della loro distanza orizzontale divisa 
pel modulo. 

Abbiasi per esempio la retta ab (Fig. 212) determinata 
dalle quote 17, 02 e 21, 45: e vogliasi trovare la projezione 
«lei pulito di cui la quota è m. 20., 

Cominceremo dal misurare alla scala la distanza orizzon- 
tale de duo punti « e i; sia i/ = m. G, 5G; calcoleremo la loro 
distanza verticale v = 21 , 45 — 17 , 02 — m. 3 , 83 ; si de- 
durrà il modulo il/ — 1, 713. Cercando ora la distanza verticale 
fra il puntone quello domandato, che è 21, 45 — 20=1, 45, 
la formula (1) offre per distanza orizzontale dello stesso punto 
da a, il numero 2, 48. Prenderemo sulla scala la lunghezza in 
metri espressa da questo numero, e riportatala da a verso b, si 
troverà la projezione richiesta. 

Se ora riportasi la lunghezza m. 1, 713, presa sulla scala 
al disopra del punto 20, e al disotto quante volte si vuole, 
determineremo altrettanti punti della retta ab, di cui le quote 
sono i numeri interi 21, 22... 19, 18, 17, ... 

404. LT operazione precedente porta il nome di graduazione 
della linea retta. Quando però vuoisi graduare una retta con 
la maggiore esattezza possibile, couvieue cercare prima i due 
punti più vicini a quelli a e b che la determinano, e di cui 
le quote sono intere, quali per esempio sarebbero i punti 21 
e 17 ^Fig. 212); di poi si dividerà 1' intervallo fra essi com- 
preso in 4 parti eguali per conoscere i punti iutermedii 20, 10, 18. 

Allorché le quote dei due punti clic determinano una retta 
sono numeri interi, la graduazione di essa si ottiene dividendo 
la distanza orizzontale di quei punti in tante parti eguali 
quante sono le unità esprimenti la loro distanza verticale. La 
lunghezza d' una di queste parti, presa alla scala, farà conoscere 
il valore del modulo. 

405. I problemi dei X.' 459 e 400 si risolvono con la 
massima facilità sulle rette graduate mercè le formule (1) e 
(2) del N.° 403. Suppongasi di voler determinare sopra a b 
(Fig. 212), la projezione del punto che ha per quota 19, 72. 
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Cercheremo la distanza orizzontale che separa questo punto da 
quello che ha per quota 11), ponendo nella formula (1) in luogo 
di v la distanza verticale 0, 72, o per M il valore 1, 713 
"corrispondente alla retta; trovasi per questa distanza m. 1, 23. 
Si prenderà sulla scala la lunghezza corrispondente, e riportata dal 
punto 19 verso il punto 20 conosceremo la domandata projezione. 

Reciprocamente , se ci proponessimo di ritrovare la quota 
corrispondente ad un punto di cui è data la projezione c, ba- 
sterà ricorrere alla formula (2), e porre in essa per d la di- 
stanza orizzontale fra il punto 16 e c cercata sulla scala; sia 
m. 0, G8: troveremo v ~- m. 0, 398. La quota corrispondente 
al punto c sarà perciò 10 -f- 0, 40 = m. 10, 40 
Se avessimo presa la distanza orizzontale dal punto 17 che è 
l, 03 avremmo dovuto invece sottrarre da 17 il valore corri- 
spondente 0, 00 che trovasi per r. 

Giova notare che V uso delle formule (l) e (2) è del pari 
utile per la soluzione dei medesimi problemi, e più sicuro delle 
costruzioni geometriche indicate ai X. 1 459 e 4(J0,.anco nel 
caso in cui la retta non sia graduata: basta in tal caso ser- 
virci d' uno dei punti quotati della retta data. 

4 OC. Pendenza d'una linea retta. Chiamasi pendenza d' una 
retta il rapporto della distanza verticale alla distanza orizzon- 
tale di due qualunque dei suoi punti. È facile cosa il dimostrare 
che questo rapporto è costante, sicuo qualsivogliano i due punti 
della retta che si considerano. In effetto se A e B sono due 
primi punti d'una retta (Fig. 213), C e D due altri punti di 
essa; e se nel piano verticale proiettante della retta conduconsi 
le. orizzontali A E, OF e le verticali UE, D F; i punti A 
e lì danno per la pendenza il rapporto BE-.AE, e i punti 
C, D il rapporto DF: C F. Ma i triangoli AB E, CDF 
sono simili, e questi due rapporti sono eguali. 

Si vede inoltre chela pendenza d'una retta è la tangente 
trigonometrica dell' angolo fatto dalla retta con la sua proie- 
zione sopra un piano orizzontale. 

Detta P la pendenza d' una retta, e designate sempre con <1 e v 
le distanze orizzontale e verticale di due punti di essa, si ha dunque 
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d 

ma abbiamo trovato M — ; quindi la pendenza e il mo- 
dulo sono due grandezze di cui 1' una è inversa, o reciproca, 
dell' altra, e vincolate perciò dalla relazione 

M. P = 1 . . . (3) 
la quale serve a calcolare la pendenza, conosciuto il modulo, 
e reciprocamente. 

Supponiamo che le quote di due punti A e B d 1 una retta 
(Fig. 211) sicno 3, 5 e 5, 6, e la loro distanza orizzontale o b sia 
d — 5 ; siccome la distanza verticale è v — 5 , 6 — 3, 5 — 2, 1 a- 
vremo il valore della pendenza 

p_ 2, 1 _ _21 
5 50 

il quale dimostra che per elevarsi di m. 21 bisogna percorrere 
orizzontalmente una lunghezza eguale a m. 50. Ora se calcolia- 
mo prima il modulo, trovasi M = 2, 38; la formula (3) of- 
fre subito 

P=-. ^- 
2, 38 

e questo valore dichiarando che per elevarsi di 1 metro basta 
percorrere orizzontalmente la distanza di m. 2 , 28 fa concepire 
più agevolmente la pendenza della retta. 

Problema IV. Graduare una retta di cui si conosce la proie- 
zione ab, la pendenza P, e la quota G, 5 d'uno dei suoi 
punti a. (Fig. 214). 

4G7. Sia la pendenza P data dal rapporto 5: 12; il modulo 
della retta sarà allora jlf=12: 5 = 2, 4 fS. 4GG. (3)). Cer- 
cheremo il punto di quota 7 prendendo alla scala la di- 
stanza 0, 5. M = 1, 2 e riportandola a partire da a in 6 
alla destra e alla sinistra a seconda della direzione della pen- 
denza. Prenderemo di poi alla scala una lunghezza multipla 
del modulo, per esempio 5. M ™ 12, c la riporteremo da b 
in c: divisoli segmento b c in cinque parti eguali, la retta in 
quistione si troverà graduata. 

Se avessimo dovuto cercare un solo punto della retta, per 
esempio quello di quota 4,3, sarebbe stato sufficiente calcolare 
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la distanza verticale del punto a da questo punto, che e 
v — : 2. 2; di poi la formula (1) del X. 402 avrebbe dato 
d — 5, 28, e riportata la lunghezza corrispondente alla sini- 
stra di a, il punto domandato sarebbe stato e. 

Pkoblema V. Per un quitto dato a, di quota m. 5, condurre 
una retta parallela ad una retta data c d. (Fig. 215). 

408. Una parallela alla retta c d condotta per a sarà la 
projezionc della rethi domandata. Queste rette essendo parallele 
i loro moduli saranno eguali : per la qua! cosa se a partire 
da «riportiamo sopra ab una lunghezza ah — ed, la distanza 
verticale dei due punti a, b dovrà essere eguale a quella dei 
due punti c e d, cioè m. 4. La quota dunque del punto b è 
ó -4- 4 = m. 0, e la parallela richiesta è determinata. 

Pboblema VI. Riconoscere se dar rette AB, CD, di cui le pro- 
iezioni ab, ed non s' incontrano sai piano di projezionc, 
si trovano in uno stesso piano; e in questo caso determi- 
nare la quofu del loro punto d'incontro (Fig. 210). 

400. l.° Allorquando due rette sono in un medesimo piano, 
le orizzontali che si appoggiano sopra di esse debbono essere 
parallele, poiché non sono altra cosa che le intersezioni di quel 
piano con altrettanti piani orizzontali; talmente che se tagliando 
le due rette date con due piani paralleli si trovasse che le con- 
giungenti i punti d' incontro respcttivi non sono parallele sarebbe 
da concludere che le rette date non sono in un medesimo piano. 
E ciò che ha luogo nello spazio ha evidentemente luogo eziandio por 
le proiezioni di queste linee sopra uno stesso piano di proiezione. 

Se le rette date Ali e CD sono graduate, si uniranno 
insieme i puuti dell 1 una e dell 1 altra distinti da una stessa 
quota; c quando le congiungenti resultino parallele se ne infe- 
rirà che A lì e CD si trovano in un medesimo piano. Se le 
rette sono determinate ciascuna dalle quote di due punti, do- 
vremo trovare sopra entrambe le proiezioni di tre punti almeno 
aventi una stessa quota, siccome mostra la figura, e verificare 
ìn seguito il parallelismo delle congiungentl 
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2." Accertato questo parallelismo, il calcolo delia quota 
«lei puuto d' incontro delle due rette A e lì è subordinato alla 
considerazione che la orizzontale di quel punto è nulla. Se ri- 
cercansi alla stala le lunghezze delle orizzontali corrispondenti 
alle quote lfi e 18, trovasi la prima di m. (>. 01 e la seconda 
di ni. 8, 40; la differenza di queste due lunghezze è 2, 36; 
la differenza fri le due quote è 2 : cosicché, può dirsi che per 
la distanza verticale. 2 fra le orizzontali 18 e 1G, la orizzon- 
tale 18 diminuisce di in. 2, :>6 ; e la distanza verticale del 
punto per la quale la orizzontale 1 8 si annulla, sarà data dal- 
la proporzione 

2 : 2, 36 :: x : 8, 40 
Trovasi x = 7, 12; e per conseguenza la quota richiesta sa- 
rà 18 — 7, 12 = m. IO, 88. 

470. Ohskkvazioxi. I. Se le projezioni «6, ed delle rette 
fossero parallele e graduate si verificherà nello stesso modo se 
anche le rette A B e CI) nello spazio sono parallele, e quindi 
nello stesso piano. Ma nel caso in cui non sieno graduate è suffi- 
ciente calcolare il modulo dell'una o dell'altra; i due moduli 
saranno eguali se le rette nello spazio sono parallele. 

II. Due rette possono trovarsi in un medesimo piano 
verticale, e conseguentemente essere rapprese ntate da una sola 
projezione (Fig. 217). In questo caso debbono esser dati due 
punti a (9,0) e b (14,0) dell' una, e due punti c (7, 0) e 
d (12,0) dell'altra. Le due rette saranno parallele se i loro 
moduli calcolati cogli elementi precedenti resulteranno eguali ; 
se quelli non sono eguali, come è dimostrato dalla figura, le 
due rette si taglicranuo; e la quota del punto comune si ot- 
terrà mediante un' abbattimento del loro piano eseguito sopra 
un piano orizzontale qualunque. Gradueremo perciò le due rette, 
che nel caso attuale è facilissima cosa mercè la indicazione 
fatta al N. 404; e se non piacesse di graduarle, cercheremo 
sull' una e sull' altra un punto avente la stessa quota, per e- 
sempio 14, ed eseguiremo l'abbattimento sul piano orizzontale 
corrispondente. 11 punto projettato in a si abbatterà sulla per- 
pendicolare ad ab in A alla distanza a A eguale alla distanza 
verticale dei punti o e b, e quindi Ab sarà l'abbattimento 
della prima retta: il punto projettato in c si abbatterà in G 
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alla distanza cC=7; onde. Ce sarà l'abbattimento della se- 
conda retta. Condurremo dal punto comune 0 la perpendico- 
lare ad ab: la sua lunghezza alla scala essendo m. 3, 38. ne 
inferiremo che la quota del punto d' incontro delle due ielle 
in quistione è 14 — 3, 38 = m. 10, 62. 

Problema VII. Trovare V angolo fatto da due rette date ciascuna 
per le quote di due punti. (Fig. 218). 

471. S' incontrino o no lo rette date noi condurremo per 
un punto a di quota intera della prima ab una parallela . alla, 
seconda retta; siaac: uniremo due punti aventi la stessa quota, 
per compio 6 e c, ed attorno a questa orizzontale bc faremo 
ruotare il triangolo proiettato in abe, finché si abbatta sul 
piano orizzontale corrispondente. In questo muovimento la per- 
pendicolare A 11 abbassata dal punto A sull' asse di rotazione 
non cesserà di progettarsi orizzontalmente sopra afe; e a mo- 
vimento compiuto il punto A avrà presa sul prolungamento 
di ha una certa posizione A'. Per conoscere quest'ultima ba- 
sta trovare il valor numerico della distanza ah, e riportarne 
la lunghezza presa alla scala del piano, da /* in A'; ovvero 
costruire il triangolo ha a', del quale il cateto a a' sia la di- 
stanza verticale 4 dei due punti a e b, e ricondurre poi ha' 
in hA'. Congiunto finalmente A* con b e e t l'angolo doman- 
dato sarà b A' c. 

Se l' angolo richiesto dovesse essere espresso in gradi, biso- 
gnerebbe cercare le lunghezze dei tre lati del triangolo pro- 
gettato in ab e, e calcolarne la tangente con la nota formula 
della trigonometria. 

472. Eskbcizii. 1." Data una retta quotata in due punti, tro- 
varne la traccia sul piano di projezione. 

2." Data la projezione d 1 un punto di quota 6, 5; la pen- 
denza 2 : 7 di una retta per quello condotta e la direzione della 
sua projezione, trovare 

a) la projezione d' un secondo punto della retta avente 
per quota m. 5, 4 

b) la projezione d' un secondo punto situato sulla retta 
alla distanza di m. 1 dal primo. 
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3. ° Date lo proiezioni e le quote (3, 7), (5, 6), (2, 8) di 
tre punti A, B, C calcolare l'area del triangolo ABC. 

4. ° Data una retta A B quotata in due punti ed un punto C, 
trovure la proiezione e la graduazione d' una retta condotta per C 
e faciente con AB un'angolo dato. 

5. ° Trovare la distanza d' un punto dato da una retta dat». 



CAPITOLO IL 
Rappresentazione del Piano. 
Problemi. 

473. Per rappresentare un piano sono sufficienti le proje- 
rioni di due dello sue orizzontali (N.° 31. I,), e le loro quote. 
Ma queste orizzontali possono alla lor volta essere determinate 
da una perpendicolare comune munita delle quote corrispon- 
de nti ai loro punti d' incontro. In questo modo un piano po- 
trà essere rappresentato da una sola linea retta quotata in due 
punti. 

Così la retta ab (Fig. 219), i cui punti a e 6 hanno re- 
spettivamente per quote m. 5 e m. 7, determina le due oriz- 
zontali 5 e 7 perpendicolari alla sua direzione, e queste fis- 
sano la posizione d' un piano nello spazio. 

Si tracciano con doppio tratto le rette a b che rappresen- 
tano un piano per distinguerle da quelle che rappresentano sol- 
tanto una linea retta. 

474. Abbiamo già dimostrato (N.° 31. IL) che la perpendico- 
lare alla traccia orizzontale d' un piano, lo che vai quanto 
dire alle sue orizzontali, è linea di più gran pendenza del piano 
medesimo. A questa linea graduata si dà il nome di scala di 
pendenza del piano. 

E facile a vedersi che P angolo fatto dalla scala di pen- 
denza d' un piano con 1' orizzonte misura Y inclinazione e la 
pendenza del piano su quello di proiezione. Può quindi chia- 
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marsi modulo e pendenza d' un piatto, il modulo e la pendenza 

della sua scala di pendenza. 

475- una retta t- perpendicolare ad un piano: 1.° la 
projejione della retta è parallela alla scala di pendenza del 
piano ; 2.° il modulo della retta e quello del piano sono in- 
versi V uno dell' altro ; 3." la proiezione della retta e la scala 
di pendenza del piano sono (piotate in direzioni opposte. 

1. ° Sappiamo (X.° H4) che la projezioue sopra un pia- 
no orizzontale qualunque d 1 una retta perpendicolare ad un 
piano è perpendicolare alla traccia del piano stesso, e in con- 
seguenza alle projezioni di tutte le orizzontali del piano. Ma 
la scala di pendenza di quest'ultimo è pure perpendicolare alle 
medesime orizzontali ; dunque le projezioni della retta e della 1 
scala di pendenza sono parallele. 

2. ° Sieno MNP un piano qualunque (Fig. 220), MN 
la sua intersezione con un piano orizzontale li Q, A lì una 
perpendicolare al piano MNP, ed AC la linea di più gran 
pendenza corrispondente al piede A della perpendicolare. Le 
projezioni di A B e A C sul medesimo piano R Q sono per- 
pendicolari ad MN; ma esse debbono passare per lo stesso 
punto a projeziono del loro punto comune A ; quindi le 
projezioni di quelle due rette si confonderanno in una sola 
retta C a, sul prolungamento della quale si troverà* la traccia 
D della» B A prolungati. 

Ora il modulo del piano è (N. 1 474 e 402), M — Ca : A a; 
quello della retta AB è M ~ Dai Aa. 11 triangolo A CD, 
essendo rettangolo in -4, offre la proporzione 

Ca : Aa : : Aa: JJa 

dunque M' ~ 1 , e per conseguenza i due moduli sono in- 

versi 1' uno dell' altro. 

3. ° Le quote della scala di pendenza A C del piano M N V 
vanno crescendo da C verso a sulla sua proiezione Ca; quelle; 
della perpendicolare A B vanno decrescendo da a verso D. 
Quindi le linee C a ed a D sono quotate in direzioui opposte. 

470. La linea di più gran pendenza non è sempre necessa- 
ria per rappresentare un piano. Sovente bastano per determi- 
narlo le projezioni quotate di rette situate sopra- di esso; e 



Digitized by Google 



Piani. 379 
quindi può miche farsi a mono «Iella scala di pendenza per la 
risoluzione dei problemi. 

Delibasi, per es." cercare la (piota il' un punto progettato 
in d (Fig. 221), ed appartenente ad un piano determinato dai 
tre punti a (4, :'>), b (3, 8), c (2, 3). Si tireranno le rette a c, 
b d, e si cercherà la qnota del punto comune f considerato 
come appartenente ad a e (N.° 45i>); trovasi m. 3, 4. Allora 
la retta b d è quotata nei punti 6,/*, ed e facile dedurne 3, 25 
per quota del punto d. 

Tuttavia se la scala di pendenza p p (Fig. 222) del piano 
fosse data, la quota d' un suo punto, di cui sia data la prele- 
zione a, si determina immediatamente, conduccndo a a perpen- 
dicolare a p p' e cercando la quota di « , che ò in. 5, 31. 

Problema I. Determinare la scala di pendenza d 1 un piano che 
passa per tre punti dati, a (7, 5), b (10, 0 ), c (9, 5). (Fig. 223). 

477. Si congiungano i punti a e b, e sulla retta a b trovisi 
la proiezione d del puuto avente la stessa quota 9, 5 del punto 
c : la retta e d rappresenterà una orizzantalo del piano doman- 
dato ; ed una retta qualunque e f perpendicolare a e d potrà 
prendersi $er sua scala di pendenza. Il pùnto /"avrà per quota 
9, 5, e il punto e in cui la parallela ed incontra e f, avrà 
per quota 7, 5. Non resta che graduare ef, ed il problema è 
completamente risoluto. 

■ 

Problema IL Condurre per un punto un piano parallelo ad un 
piano dato. 

478. Due piani paralleli, hanno le traccio orizzontali paral- 
lele e la medesima inclinazione all' orizzonte. Saranno dunque 
anco parallele le loro scale di pendenza, e queste avranno lo stesso 
modulo. Risolveremo dunque il problema conducendo pel puuto da- 
to una retta parallela alla scala di pendenza del piano dato(N.4G8); 
questa parallela sarà la scala di pendenza del piano domandato. 

Problema III. Costruire la interse-ione di due piani dati per 
ti' toro scale di pcndeiwa. (Fi;?. 22-1). 
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479. Sieno pp' e qq' le scale di pendenza dei due piani 
quotate (12, 6) e (20, 5) la prima ; (15, 2) e (18, 4) la seconda. Si 
potrebbero graduare le due scale, ed allora le orizzontali con- 
dotte in ciascun piano dai punti aventi la stessa quota si ta- 
glieranno in punti che evidentemente appartengono alla linea 
d' intersezione domandata. 

Le scale non essendo graduate si opererà più sollecita- 
mente nel modo seguente. Cercheremo sulla scala p p' le pro- 
jezioni dei punti di quote 15, 2 e 18, 4 e da esse tireremo 
due perpendicolari; i punti d'incontro a e b colle precedenti 
forniranno la proiezione' a b della intersezione cercata. 

480. Casi particolari 1.° Supponiamo che le scale p p\ qq' 
(Fig. 225) sieno così poco inclinate 1' una sulT altra che i punti 
d 1 incoDtro delle orizzontali dei due piani, e corrispondenti alla 
stessa quota, non abbiano luogo entro i limiti del foglio. 

Tireremo nel piano di projezione duo parallele qualunque 
a&, ed, e quotandole egualmente che due orizzontali dell' uno e 
dell' altro piano, le considereremo come orizzontali d' un piano 
ausiliario. Sieno 20 e 23 le quote prescolte : saranno allora a d la 
intersezione del piano pp' e b c la intersezione del piauo qq' 
col piano ausiliario ; e il punto m comune alle due rette a d, 
b c situate sopra uno stesso piano apparterrà alla intersezione 
cercata. Operando in simile modo con un secondo piano ausi- 
liario, di cui le parallele a b' e c' d' si suppongono orizzontali, 
troveremo un secondo punto n comune ai piani dati. La retta 
m ìi sarà projezione della intersezione domandata. Se conducesi 
da m una perpendicolare a^;j)', e cercasi la quota del punto in 
cui la pp' è da essa incontrata, si trova 21, 60 ; tirando da 
ìi una perpendicolare a q q , e cercando la quota del punto 
d'incontro, trovasi 21, 50. Così la intersezione dei piani dati 
è completamente determinata. 

2.° Se le scale di pendenza dei due piani dati sono pa- 
rallele, la loro intersezione sarà una orizzontale comune, onde 
basterà determinare un punto solo di 'essa. Perciò conside- 
riamo un solo piano ausiliario, ed immaginiamolo condotto per la 
scala di pendenza pp* di uno dei piani dati (Fig. 22 G); e le 
parallele am, bn condotte pei punti a (15, 9), b (20, 0) ne 
sieno due orizzontali. Esso intersecherà V altro piano q q seguendo 
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la retta projettata in n m; e questa incontrando in ola 7)2' > saril 
0 la projezione d' un punto della linea cercata ; quindi la proie- 
zione di questa linea sarà 0 /"perpendicolare comune alle due scale. 

In questo caso si può risolvere anco più semplicemente il 
problema, prendendo per piano ausiliario quello determinato 
dalle due scale di pendenza sul quale si troveranno distese 
le rette congiungenti i punti di una medesima quota, come per 
es. 9 «ce b d. Il punto comune f a queste rette apparterrà e- 
videntemente ai due piani, e la perpendicolare ad ima delle 
scale tirata per f, mentre ne rappresenta la intersezione, darà 
modo di determinarne auco la quota. 

Prohlema III. Determinare il punto d 1 incontro d' una retta con 
un piano. (Fig, 227). 

481. Sia pp la scala di pendenza del piano quotata 16,6 
e 11, 5 ai punti /) e p ; ed mn sia la retta quotata 12, 2 e 
18, 4 ai punti m ed n. Cercheremo sulla retta le projezioni 
a e b dei due punti aventi le stesse quote date sulla scala del 
piano; e condotte per essi due parallele qualunque ac, b d 
potremo considerare queste come le orizzontali d' un piano au- 
siliario che passa per la retta data. Si determini la interse- 
zione ef di questo piano con l'altro pp, e il punto 0, co- 
mune ad mn ed ef, sarà la projezione di quello richiesto. Se 
ne determinerà la quota con uno dei mezzi indicati ai NJ 459 
e 405. Nella figura abbiamo prescelto quello del N.° 459 , 3°, 
scegliendo sul doppio decimetro la lunghezza di mm. 25, 5 per 
rappresentare la distanza verticale m. 5, 1 dei punti a e b. 
Così ogni mezzo millimetro di questa scala corrispoudc ad 1 
decimetro di quella del piano. Abbiam trovato il segmento 
ar = mm. 16, 5, e se ne è dedotta la quota m.' 14, 8 pel 
punto projettato in 0. 

Problema IV. Dati un punto e un piano, determinare la di- 
sfama (l rìC uno alV altro. (Fig. 228). 

482. Per risolvere questo problema basta applicare le pro- 
prietà dimostrate nel N.M75. Sicno pertanto a (13,2) il punto 
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dato, e p p' la scala di pendenza del piano quotata 12, 3 c 
18, S ai punti p e p. La retta ab parallela a p p' sarà prò- 
jezione della perpendicolare condotta da a sul piano : bisognerà 
determinare il suo punto d' incontro col piano, e quindi La vera 
lunghezza del segmento compreso fra questo punto ed a. Se 
cercasi alla scala del disegno la lunghezza della retta pp\ tro- 
vasi p p' — 7 ; quindi il modulo del piano sarà (N.° 475) 
7:0.2 — 1, 129 e quello della retta (5, 2 : 7 — 0, 886. De- 
terminiamo su pp il punto c avente per quota 13, 2; basterà 
perciò moltiplicare la differenza (18, 5 — 13, 2) per 1, 129, 
e troveremo pc — Ò, 98: moltiplichiamo la stessa differenza 
per 0, 880 per determinare sopra a b il punto m avente la 
stessa quota di p, e troveremo a m = 4, 7. Operando in seguito 
come nel problema precedente conosceremo la projezione e del 
punto in cui a b incontra il piano. Sulla perpendicolare ad a b 
condotta per m, riportiamo alla scala del diseguo la distanza 
verticale 5, 3 dei punti a ed m, e tiriamo a »; la parallela 
ad m n condotta per e, farà conoscere la grandezza geometrica 
della distanza cercata ; il suo valor numerico è determinato poi 
dalla scala in m. 4, 50. 

Problema V. Trovare V angolo dì due piani dati. (Kig. 229). 

483. Sieno pp ! e qq le scale di pendenza dei piani dati, 
e quotate dai numeri 7 e 13 ai punti p, p e q. q . Si deter- 
mini la loro intersezione ab, ed abbattasi sul piano orizzon- 
tale di quota 13; basterà perciò prendere sulla perpendicolare 
in a alla a b una lunghezza a A eguale alla distanza verticale 
0 dei duo punti a e b, e tirare A b. Conducasi ora sopra a b 
un' altra perpendicolare m w, e si consideri come traccia sul 
medesimo piano orizzontale di un secondo piano perpendico- 
lare alla intersezione A b : questo intersecherà i due piani p p 
e qq' seguendo due rette aventi le loro traccio sul piano di 
quota 1 3 in w* ed ìij e che formano con m n un triangolo che 
ha per angolo opposto al lato m n quello che si ricerca. Seda 
r conducesi rg perpendicolare sopra b A. e riportasi rg so- 
pra ab da r in G, la figura mirti sarà l'abbattimento di 
quel triangolo, e in conseguenza G Y angolo domandato. 



Digitized by Google 



Pum. 38:1 
Problema VL Ver due punii dati far passare un piano dui ab- 
bia una pendenza data. (Kg. 230). 

484. Sieno a (7, 7) e b (4, 1) i due punti dati, e 4a pen- 
denza del piano sia 1, ó. Concepiamo una superficie conica di 
rivoluzione avente il vertice in a, la base sul piano orizzon- 
tale di quota 4,1, e di cui le generatrici abbiano la pen- 
denza 1, 5. Si determinerà il raggio r di questa base cercando 
sulla retta ab il punto di cui la distanza da o è espressa 
dalla sua distanza verticale divisa per la pendenza (X.° 4 OC) : la 
distanza verticale è 7, 7 — 4, 1 = 3, 6; quindi r~ 3,6:1, 5 — 2,4. 
Presa ac = 2, 4 e descritta la circonferenza oc, condurremo 
per b una tangente bd; e questa retta sarà la traccia oriz- 
zontale del piano tangente al cono, avente la pendenza data e 
che passa per a e b. Le orizzontali di questo piano sono tutte 
parallele a b d ; quindi ' una retta p p perpendicolare a b d 
rappresenterà la sua scala di pendenza, che si graduerà facil- 
mente dopo aver graduata la fetta a b. Trovasi ab — 7, 6 ; 
il modulo 31—2, 1 1 ; il punto di quota 7 è in conseguenza 
distante da a di m. 1, 48. Riportando tre volte il modulo 
verso b a partirò dal puuto 7, e' dividendo l' intervallo in tre 
parti eguali, le parallele a b d condotte dai punti di divisione 
saranno sufficienti per la graduazione della scala pp'. 

Problema VII. Per un punto dato soirra un piano tracciare in 
questo una retta avente una pendenza data. (Fig. 231). 

485. Sia p p' la scala di pendenza del piaiio che suppor- 
remo graduata, ed a sia la prelezione del punto appartenente 
al piano. Determineremo dapprima la sua quota mercè la o- 
rizzontale ac: trovasi ed = 0, 7; onde la quota di a sarà 
18 — 0, 7 = 17, 3. Cerchiamo ora il punto b della retta do- 

• mandata che trovasi sopra un' altra orizzontale qualunque del 
piano, per es." su quella di quota 21 : la sua distanza orizzon- 
tale da a sarà, secondo la formula del N.° 4G6, detcrminata 
dalla distanza verticale (21 — 17, 3) divisa per la pendenza 
data ; sia questa 0. 8 : la distanza orizzontale in questione re- 
sulta di m.4,025. Con la lunghezza corrispondente proau alla 
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scala ilei disegno descriveremo un' arco di circolo col centro 
ina; e tagliando questo la orizzontale 21 nei punti b. b' sa- 
ranno ab, ab due rette che risolvono il problema. 

Troveremmo una sola soluzione se quest' arco resultasse 
tangente alla orizzontale 21; il problema sarebbe impossibile se 
la diatonica del punto a all' orizzontale medesima fosse mag- 
giore del raggio di queir arco. È facile a vedersi che il primo 
di questi due casi si verifica quando la pendenza della retta è 
eguale a quella del piano, ed il secondo ha luogo se la pen- 
denza della retta è minore di quella del piano. 

480. Esebcizu. 1.° Determinare la pendenza d'un piano, di cui 
è nota la scala di pendenza. 

2. ° Dato un punto d' un piano, la sua pendenza, e la dire- 
zione della scala di pendenza, graduare questa scala. 

3. ° Trovare la scala di pendenza d' un piano, 

a) quando è determinato da una retta e da un punto 

b) quando è determinato da due retto che si tagliano 

c) quando è determinato da due rette parallele. 
Costruire l'angolo d'una retta data con un piano dato. 

5. " Condurre per un punto dato un piano perpendicolare 
ad un piano dato. 

6. ° Ter un punto dato condurre un piano perpendicolare ad 
una retta data. 

7. " Per una retta data far passare un piano parallelo ad 
un' altra retta data. 

8. " Per un punto condurre una retta che faccia un' angolo 
dato con una retta data. 

9. ° Per una rotta data far passare un piano che faccia con 
un piano dato un' angolo conosciuto. 

10." Per una retta data condurre un piano perpendicolare ad 
un piano dato. 



» 
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CAPITOLO ni. 

Rappresentazione delle superficie topografiche. 

Problemi. 

487. Il metodo delle proiezioni quotate potrebbe applicarsi 
alla soluzione di problemi relativi a superficie geometriche; che 
basterebbe eseguire coi processi di questo metodo le costruzioni 
indicate per quello dei due piani coordinati. Ma nella pratica 
è preferibile sempre quest'ultimo se trattasi di tali superficie, 
e solo ad esso sostituiscesi il primo allorché si considerano su- 
perficie delle quali i punti non sono legati da alcuna legge, 
come le superficie topografiche. 

Non essendo' possibile ottenere una rappresentazione esatta 
di queste superficie, poiché saria necessario quotare tutti i loro 
punti in numero infinito, ci si contenta di una rappresenta- 
zione approssimata. A tale oggetto le si suppongono tagliate da 
un certo numero di piani orizzontali ed equidistanti, e ci limi- 
tiamo a rappresentare e quotarne le sezioni : V equidistanza di 
tali piani è in generale determinata dalla natura più o meno 
variata del suolo; e si comprende facilmente che quanto mag- 
giore sarà il numero delle sinuosità di quello, altrettanto più 
piccola dovrà farsi Y equidistanza per raggiungere il maggior 
grado possibile d' esattezza nella rappresentazione della superficie. 

488. Le sezioni orizzontali, di cui abbiamo parlato, diconsi 
ancora curve di livello; i diversi modi per determinarle sono 
insegnati negli ordinarli trattati di Topografia, e non è qui il 
luogo per indicarli. Però esse sole non bastano a far conoscere 
la forma del terreno, la quale rimane evidentemente indeter- 
minata fra una sezione e 1' altra. Per togliere questa indeter- 
minazione e potere operare su tali superficie, come su quelle 
geometriche si è convenuto di sostituire a ciascuna zona di ter- 
reno compresa fra due sezioni consecutive la superficie gene- 
rata da una retta obbligata a muoversi sulle due curve man- 
tenendosi normale ad una di esse. Così essendo A, B, C ... 
iFig. 232) più sezioni orizzontali, se da un punto « delle pri- 

20 
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me si immagina condotta ima normale ab alla seconda B , è 
facile concepire la superficie generata da questa retta nel mo- 
vimento a cui si conviene di subordinarla. E questa convenzione 
è sufficiente finché le due curve, che limitano l'elemento su- 
perficiale, sono sensibilmente parallele, poiché ogni normale ad 
una di esse è pure normale presso a poco all' altra; e qualunque 
sia quella delle due cun e a cui la retta a b si mantiene nor- 
male, la superficie generata può considerarsi quasi la stessa. 
Ma nei casi, non rari, in cui le curve orizzontali si allontanano 
molto dal parallelismo, come nella Fig. 233, questa conclusione 
non ha più luogo. Allora s' intercala fra le due cune consecu- 
tive A B e C I) una curva m n che sia presso a poco ad egual 
distanza dalle prime; di poi. se è necessario, fra questa cuna 
m n e ciascuna delle altre s intercalano altre due curve in si- 
mile modo, e così di seguito finche non si ottenga fra due 
curve vicine presso a poco il parallelismo. Ciò fatto, a cominciare 
da un punto l della prima A B conducasi / p normale ad essi 
terminandola alla curva seguente; da p una normale a questa 
e si termina alla curva successiva, ed in questo modo si con- 
tinua fino all' incontro dell' altra curva estrema C I). Alla ge- 
geratrice rettilinea a b della Fig. 232 , viene così a sostituirsi 
una linea spezzata / p S normale ad una delle curve estreme, 
e presso a poco normale all'altra; e se immaginiamo indefinito 
il numero delle cune intercalate fra quelle, la linea Ips di- 
verrà una curva normale ad esse nei punti in cui le incontra. 
Questa linea si continua di zona in zona per tutta la porzione 
del terreno rappresentato; di poi se ne tracciano molte altre 
contigue, e colla medesima legge. 

489. La retta condotta fra due curve orizzontali c normale 
ad una di esse, rappresenta la linea di più ifran pendenza 
fra i suoi estremi. Sicno M ed N «lue curve orizzontali con- 
secutive (Fig. 234». ed ab una retta condotta per un punto a 
della prima e normale in b alla seconda. S' immagini il trian- 
golo rettangolo ino, di cui il cateto a A è l'equidistanza delle 
due curve, e Y ipotenusa Ab la retta rappresentata da ab; si 
prendano a destra e a sinistra del punto b i due elementi ret- 
tilinei b c , òde con e e d si uniscano i punti a ed 1 
triangoli A ab. Aac, A ad sono tutti rettangoli in a e le 
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tangenti trigonometriche degli angoli ù. e, d saranno espresse 
dai rapporti del lato comune a A alle rette ab. ac, ad. Ma 
di queste ultime la prima è la più corta linea tirata da a alla 
curva N; quindi Y angolo a b A sarà maggiore di ciascuno degli 
altri due a c A , ad A, e perciò A b sarà la linea di massima pen- 
denza tirata dal punto A della curva M alla curva consecutiva N. 

490. Per questa ragione le linee Ist, l s t ... (Fig. 23.1) 
tracciate nel modo anzidetto sono chiamate linee di più gran 
pendenza. 

Inoltre è da osservarsi che quanto più corte sono le parti 
di tali linee comprese fra due curve successive, ed altret- 
tanto più grande è la pendenza del terreno fra i loro estremi. 
Poiché se M M ed 0 P (Fig. 235) sono due di queste curve, 
ed ab, a b due rette normali ad 0 P condotte per i punti « 
ad a della il/iV, basta prendere alla scala del disegno l'e- 
quidistanza A h e sulla perpendicolare in /* le lunghezze 
h b = ab, h b' = ab per riconoscere che L' angolo fatto 
con T orizzoutc dalla retta A b' rappresentata colla normale 
a' b' è maggiore di quello che fa la retta A h projettata sulla 
normale ab. 

Dalla sola ispezione adunque d' un disegno che contenga 
le curve di livello equidistanti del terreno può argomentarsi la 
giacitura di questo, non che le sue diverse inflessioni. Tutta- 
via quando è quistione del solo figurato di esso siamo soliti di 
riempire lo zone comprese fra le curve con un grandissimo nu- 
mero di lince normali, denominate traiti, facendo questi tanto 
più grossi quanto più vicine sono le orizzontali che li compren- 
dono; di guisa che il disegno presenta delle tinte più o meno 
oscure a seconda della pendenza più o meno rapida del terreno 
di cui vuoisi riprodurre l' immagine. 

Un' processo pel tracciamento dei tratti fra due curve o- 
rizzontali sensibilmente parallele può essere il seguente, gene- 
ralmente indicato nelle scuole fraucesi. Si forma un piccolo 
quadrato mnop (Fig. 223), di cui i lati */»», op sono nor- 
mali alle, curve, e in questo quadrato s' intercalano tre rette 
parallele. Quando le curve non sono sensibilmente parallele ci 
si conforma più che è possibile a questa regola intercalando 
dello curve orizzontali. 



3»8 Appendice Capitolo III. 

Per quanto poi si riferisce agli studii relativi ad opere 
da eseguirsi sul terreno, è sufficiente ed anzi è preferibile che 
la carta sulla quale ne è rappresentata la forma contenga solo 
il di c egno del maggior numero delle sue sezioni orizzontali. 
Perciocché dopo le definizioni date, si potrà ottenere immedia- 
tamente ed in modo il più approssimativo possibile, la quota 
d' uno qualunque dei punti ; e quindi tutti i problemi relativi 
potranno essere risoluti nella guisa stessa dei problemi che hanno 
rapporto colle superficie geometriche. 

Problema L Data ìa proiezione orizzontale d' un punto del ter- 
renò rappresentato dalle sue curve orizzontali, trovarne la 
quota. (Fig. 236). 

491. Sia ro la prelezione orizzontale data; si condurrà per 
questo punto una retta a b, che a vista resulti normale alle 
curve orizzontali fra le quali è compreso. Si misureranno alla 
scala del piano le lunghezze 06 ed ow, e conoscendo le quote 
di a e 6 sarà facile dedurre quella di »» (N. 1 459 0 4G5). 

Supponiamo l'equidistanza eguale a m. 5, e sia a b~ m. 1 , » 
ed aro — m. 0, 7: si ha M — 0, 30; e la quota del punto pro- 
iettato in ro è data da 16 -+- 2, 33 — m. 18, 33. 

Quando le curve orizzontali che comprendono il punto ro 
fossero troppo lontane fra loro, converrà ricorrere allo curve 
intercalate, e ripetere le medesime operazioni rispetto alle due 
fra le quali la retta ab è sensibilmente normale. 

Problema II. Sulla superfìcie d'un terreno rappresentato dalie 
sue curve orizzontali cf/uidistanti, tracciare una linea a- 
rente una pendenza costante a partire da un punto dato. 
(Fig. 237). 

492. Supporremo le sezioni orizzontali assai vicine perchè 
ciascun' elemento della linea domandati, compreso fra due se- 
zioni consecutive sia sensibilmente rettilineo. Nel caso in cui 
questa condizione non è sodisfatta, bisognerà nelle parti sinuose 
della superficie, per le quali dee passare la linea, intercalare 
delle curve nel modo detto al N.° 48$. 
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Sia pertanto a la projezione del punto iniziale della linea 
domandata sopra la curva orizzontale 6; e 1, 45 la pendenza 
costante : otterremo la distanza orizzontale del punto a da 
quello in cui la curva 9 deve essere incontrata dalla linea in 
questione moltiplicando l' equidistanza pel modulo (N.° 463), ov- 
vero dividendo 1' equidistanza pel numero esprimente la pen- 
denza data. Trovasi m. 2, 1 per questa distanza ; prenderemo alla 
scala del disegno la lunghezza corrispondente, e fatto centro 
in a descriveremo con essa per raggio un' arco che farà cono- 
scere il punto cercato b. La distanza orizzontale da b al punto 
c in cui la curva 12 sarà incontrata dalla linea cercata, avrà 
evidentemente la stessa lunghezza 2, 1 ; onde fatto centro in b 
descriveremo un secondo arco che tagli quella curva in c, e 
così di seguito. Se occorresse intercalare qualche curva dovrà 
la distanza costante 2, 1 ridursi nel rapporto in cui la equi- 
distanza è ridotta dalle curve intercalate, ed operare di curva 
in curva, come è stato indicato precedentemente. Determinati 
così sul disegno tutti i punti a, b, c . . . ffno all' ultimo m, li 
riuniremo con un tratto continuo, e si avrà la projezione della 
linea che permette di percorrere la superficie del terreno fra 
i due punti a ed m con una pendenza costante. 

493. Osservazione. Ne' primi studii di progetto per la co- 
struzione di una strada occorre principalmente l 1 applicazione 
di questo problema. In tal caso però non è assegnata la pen- 
denza della linea stradale; invece sono prescritti i limiti di 
essa, e inoltre sono dati dei punti fissi sul terreno pei quali 
deve passare la linea. La soluzione allora consiste nel tro- 
vare la linea che cougiunge quei punti due a due, ed ha 
uua pendenza compresa fra i limiti assegnati ; vedesi facil- 
mente come due o tre tentativi al più possono bastare per 
determinarla. 

È ancora da osservarsi che il problema nella sua soluzione 
generale non è affatto determinato : poiché l' arco descritto col 
centro nel punto iniziale a e col raggio a b taglia in due punti 
b 6 V la seconda curva orizzontale 9; e ciascuno di questi ne 
somministra, due altri, e cosi di seguito. Il problema ammette un 
gran numero di soluzioni, che è limitato solo perchè quello delle 
curve* orizzontali rappresentanti il terreno non può essere infinito. 
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Pboblema III. Trovare la intersezione d'una superfìcie topo- 
grafica con un piano. 



494. 1.* Sia A la superficie del terreno (Fig. 238), e pp'\& 
scala di pendenza del piano ; gradueremo questa scala, e 
quindi osserveremo che ciascun punto d' incontro d' una cun a 
orizzontale della superficie con la orizzontale del piano avente 
la medesima quota è un punto dell' intersezione cercata. Così 
trovami i diversi punti m, n, p, q, r della intersezione me- 
desima. 

Quando le curve orizzontali della superficie fossero troppo 
lontane fra loro, e che perciò nascesse indecisione sulla forma 
della sezione fra i differenti punti trovati, conviene ricorrere 
alle curve intercalate sulle quali opereremo come su quelle date. 

2.° Se il piano dato è verticale e rappresentato dalla 
traccia xy (Fig. 239), la projezione della sezione determinata 
coinciderà con la retta x y; e i punti d'intersezione con le dif- 
ferenti curve orizzontali saranno projettati nei punti a, b, c, d, e 
nei quali la x y incontra le projezioni di queste curve. Per co- 
noscere la forma della sezione si abbatte il piano xy attorno 
ad una delle sue orizzontali per modo da renderlo orizzontale. 
Se, per esempio, lo si abbatte attorno air orizzontale 8, ogni 
punto c si abbatterà sulla perpendicolare condotta per c ad x y 
e alla distanza ce' eguale alla differenza fra la sua quota e 
quella dell' orizzontale presa per asse d' abbattimento. Così do- 
vrà prendersi 6 6 —9 — 8—1; ce' — 10 — 8 — 2, ec: e si 
troverà la curva a b' c' d e', che sarà iu vera forma e gran- 
dezza la intersezione cercata. 

Ogni sezione fatta in una superficie topografica da un piano 
verticale x y chiamasi profilo della superficie sopra la retta x y. 

495. Osservazione. I profili delle superficie topografiche sono 
di un uso frequentissimo nelle pratiche applicazioni. E si com- 
prende facilmente di quale immenso sussidio possono essere per 
gli studii preliminari d' un progetto di opera da costruirsi so- 
pra un terreno, allorché se ne ha il figurato con le curve 
orizzontali. 

Essi possono pure servire per la ricerca delle quote dei 
punti di cui sono date le projezioni orizzontali, come anco pei 
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la costruzione di curve da intercalarsi fra le orizzontali date. 



Problema IV. Condurre per una orizzontale data un piano tan- 
gente al terreno, e che non lo tagli in alcuno dei punti 
compresi nella estensione che si considera. (Fig. 240). 

496. Sia A B V orizzontale data ; e immaginiamo che una 
retta parallela ad A B si muova restando sempre tangente alla 
superficie del terreno. Essa genererà un cilindro circoscritto a 
questa superficie; e il piano domandato dovrà essere tangente 
a questo cilindro. 

Le tangenti alle curve orizzontali e parallele ad A B sa- 
sanno le generatrici del cilindro. Immaginiamo condotto per A 
un piano verticale, e perpendicolare ad A B\ cerchiamo 1' ab- 
battimento della sezione da esso prodotta nel cilindro nella ipoteai 
che la rotazione abbia luogo attorno alla orizzontale di quota 0; 
basterà per ciò prolungare le generatrici alla sinistra di A D di 
una lunghezza eguale alle quote delle curve orizzontali a cui sono 
respettivamente tangenti: otterremo così la curva IKLMN. 
Conducasi pel punto A una tangente a questa curva che lasci da 
una medesima parte tutta la porzione di essa compresa nel- 
r estensione che si considera, e sia 3/ il punto di contatto ; 
T orizzontale corrispondente m P sarà la generatrice di contatto 
del piano tangente al cilindro condotto per la retta A B. Onde 
il piano stesso toccherà il terreno al punto m in cui la oriz- 
zontale m P tocca la curva orizzontale respettiva. 

La quota di A essendo 0, e 7 quella di P, divideremo A P 
in sette parti eguali, ed otterremo la scala di pendenza del 
piano richiesto. 

Problema V. Condurre per una retta data un piano tangente 
al terreno e che non lo tagli in alcun punto <T una esten- 
sione considerata. (Fig. 241). 

497. Sia A Y estensione del terreno che non deve essere in- 
tersecato dal piano richiesto, ed MN la retta per cui deve 
passare il piano tangente. Gradueremo M N per determinare 
le projezioni dei punti aventi le stesse quote delle curve oriz- 
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•zontali del terreno, e per ciascuno di essi condurremo una tan- 
gente alla cuna definita dalla quota stessa. Se 4. m è la tan- 
gente che fa con M N , e dalla parte di if, 1' angolo più 
piccolo che tutte le altre, il piano tangente determinato dalla 
retta 4 m e da M N Rara quello domandato, ed m ne sarà il 
punto di contatto. 

Infatti se nel piano in 4. M noi conduciamo una orizzon- 
tale pel punto 3 della retta M N f questa, resultando parallela 
a 4. m, si troverà a sinistra della retta 3. I, poiché per ipo- 
tesi 1' angolo l. 3. M è maggiore dell' angolo m. 4. M: ne se- 
gue che tutti i punti dell' orizzontale 3. I, eccettuato il punto 
3 di M N, sono situati al disotto del piano tangente in m; a più 
forte ragione lo saranno quindi tutti i punti della curva oriz- 
zontale che passa per l. Parimente se pel punto 5 di MN e 
nel piano tangente conducesi V orizzontale che gli corrisponde, 
essa rimarrà alla sinistra di 5. n; onde tutti i punti della retta 
5. n eccettuato 5 , ed a più forte ragione quelli della curva 
orizzontale che passa per n, rimarranno al disotto del piano 
tangente m. 4. M. In pari modo si dimostrerebbe che tutte le 
altre curve orizzontali da cui è determinata la porzione considerata 
del terreno, si trovano al disotto dello stesso piano, salvo il 
punto m della curva 4 contenuto in esso. Dunque il piano 
m 31 N è tangente in tn alla superfìcie del terreno. 

Si comprende facilmente che questa soluzione non è che 
approssimata, poiché le curve orizzontali non sono a distanza 
infinitamente piccola ; ma 1' approssimazione è in generale suf- 
ficiente quando il figurato del terreno è eseguita con cura, e 
le curve sono abbastanza vicine. 

Per costruire la scala di pendenza del niano, conducasi 
per M una perpendicolare alla retta 4. m, e si divida V inter- 
vallo M P in quattro parti eguali. 

Problemi VI. Per un punto dato condurre una tangente alla 
superficie del terreno, conoscendo la projezione orizzontale 
di questa tangente (Fig. 242.) 

498. Sia A lì la proiezione della tangente cercata, ed A (o t o) 
il punto dato sul terreno. Conducasi per A una retta qualun- 
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que A X, e so ne determini la posizione con le quote 1, 2, 3, 
4, 5, eguali a quelle delle curve orizzontali del terreno, e po- 
ste ad una equidistanza arbitraria. 11 piano verticale avente 
per traccia A lì taglia le curve orizzontali in punti aventi la 
stessa quota di quelle ; talché congiuugendo con linee rette i 
punti di A B con quelli di A X indicati dal medesimo nu- 
mero, le rette .... ». 3, w. 4, p. ó saranno le projezioni di 
altrettante orizzontali ; e quella di esse che fura con A X a 
dalla parte del punto A Y angolo minor*,' determinerà il punto 
di contatto. Suppongasi che la retta fM. 4 sudisti alla precedente 
condizione; dico che il punto m. (4.0) è la projezione di 
quello di contatto, che indicheremo con M. Ed infatti si gra- 
dui la retta A M\ per il che basterà dividere in quattro parti 
eguali l' intervallo A m, e riportare al di là di in lina di que- 
ste parti quante volte si vuole ; e si pongano ai punti di di- 
visione le quote 1, 2, 3, 4, 5 ... : se congiungonsi i punti 3 
delle due rette A li ed A X, la retta 3. 3 resulterà parallela 
alla retta m. 4, e passerà alla sinistra dell' altra n. 3 a cagione 
dell' angolo n. 3. A maggiore dell' angolo m. 4. A. Se il punto n 
del terreno trovasi alla deatra del punto situato sopra A B ed a- 
vente la medesima quota 3, può inferirsi che il primo rimarrà 
al disotto della retta A M, poiché ambedue trovansi sullo stesso 
piano verticale M A lì e sopra una stessa orizzontale. 

Parimente, congiungendo i due punti 5 delle rette A B 
ed A X si ottiene una parallela ad m. 4 che passa alla sini- 
stra di p. 5 ; onde il punto p del terreno si troverà alla de- 
stra del punto 5 appartenente ad A M, e poiché è con quello 
sopra una medesima orizzontale nel piano M A B forza è che 
resti al disotto della retta A M. 

In simile modo si dimostrerebbe che tutti i punti del ter- 
reno situati sopra il piano M AB sono al disotto della retta 
A M, salvo il punto M che appartiene pure a quella retta : 
dunque la retta A M tocca il terreno in M. 

Questa soluzione sarà tanto più approssimata quanto meno 
distanti fra loro saranno le curve orizzontali in vicinanza del 
punto cui corrisponde 1' angolo minimo. 

499. Osservazionk. La soluzione precedente permette di cir- 
coscrivere una superficie conica ad una superficie topografica, 
e di determinare la linea di contatto. 
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Basta perciò condurre per A un numero sufficiente (li ret- 
te, come A B ; e ripetere per ciascuna la medesima operazio- 
ne, servendosi sempre della retta ausiliaria A X. Mercè questa 
si troveranno altrettante generatrici del cono ; e la curva di 
contatto resulterà determinata dalle projezioni dei punti di con- 
tatto e dalle loro quote. 

Problema VII. Condurre per un punto dato un piano tangente 
alla superficie del terreno, e che lasci al disotto di se tutti 
gli altri punti compresi in una data estensione. (Fig. 243.) 

500. Per risolvere questo problema si circoscriva al terreno 
un cono che abbia il vertice nel punto dato, e si conduca un 
piano tangente ad esso e che lasci al di sotto di se tutti i 
punti del terreno considerato. A tale oggetto tagliasi la super- 
ficie conica con un piano ausiliario, che prendesi orizzontale 
per maggior semplicità; ed alla curva, d' intersezione conducesi 
una tangente che lasci tutta la curva dal lato opposto al punto 
dato: questa tangente è allora una orizzontale del piano tan- 
gente, il quale rimane così completamente determinato. 

Siano per cs.° A (0, 0) il punto dato, ed A a, A b. 
A k le projezioni delle generatrici del cono circoscritto, sulle 
quali sono stati determinati, mediante la retta A X e nel 
modo indicato nel problema precedente, i punti di contatto 2. 

3, 4, 5, G, 6, 5, 4, 3, 2 : la linea curva che passa per que- 
sti punti sarà la linea di contatto. Con questi punti e col ver- 
tice A potremo graduare ciascuna generatrice, ed allora riu- 
nendo con un tratto continuo tutti i punti aventi la stessa 
quota, per es.° 4, la curva 4, 4, 4 . . . . sarà la intersezione 
del cono col piano orizzontale di quota 4. Conducasi la TI' 
tangente a questa curva nei punti mi ed n ed in maniera che 
la curva intera rimanga al di là di essa per rapporto al pun- 
to A: quella tangente sarà una orizzontale del piano cercato, 
la posizione del quale è determinata dalla orizzontale medesi- 
ma e dal punto A. 

Conducasi per A la A p perpendicolare a TT ; dividasi 
il segmento A p in quattro parti eguali, ed otterremo la scala 
di pendenza. : 
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501. Osservazione. Sui quattro problemi precedenti riposji 
principalmente l 1 operazione conosciuta col nome di defilmieìito, 
e che serre a modificare o stabilire il rilievo d' un' opera di forti- 
ficazione per guisa da porne i difensori al coperto dei colpi che 
possono partire dai punti dominanti del terreno che circonda 
F opera stessa. 



Digitized by Google 



INDICE 



LIBRO PRIMO 

Della linea retta e del piano. — Poliedri. 



CAPITOLO I. RAPPRE8ENT AZIONE GRAFICA DEL PUN- PAG. 

TO. — Scopo della Geometria Descrittiva. — Piani coordi- 
nati. — Determinazione del punto nello spazio. — Principii 
relativi alle projezioni del punto. — Esercizii 1—7. 

CAPITOLO II. Rappresentazione grafica della li- 
nea retta. — Projezioni della linea retta e principii rela - 
tivi. — Relazioni fra le projezioni d' una retta e quello 
d' uno qualunque dei suoi punti, fra le projezioni di rette 
situate nello atcaao piano, parallelo o concorrenti, fra la lun- 
ghezza di una retta ed una delle sue projezioni. — Eser- 
cizii 7 — 15. 

CAPITOLO III. Rappresentazione grafica del pia- ^ 
no. — Traccio del piano, e principii relativi. — Relazioni 
fra le traccio d* un piano e lo projezioni d* una retta in 
osso contenuta. — Orizzontali d'un piano c lineo di mas- 
sima pendenza. — Relazioni fra le traccio di due piani, e 
fra le traccio d' un piano e le projezioni d' una retta ad 
caso perpendicolare. — Esercizii 16 — 23. 

CAPITOLO IV. Problemi relativi alle linee rette 
e ai piani. — Traccia d' una retta data per le sue proie- 
zioni. — Projezioni d' una retta data per le sue traccio. — 
Traccia d'un piano detcrminato: 1.° da due linee rette; 
2.° da una delle linee di massima pendenza — Punti e 




398 Indicb. 

rette (*itua<i sopra un piano dato, c ili cui si conosce una l'An- 
noia projezione — Piani paralleli fra loro, o perpendicolari 
ad una retta data. — Intersezione di due piani, e di una 
retta con un piano. — Esercizii 21— 33. 

CAPITOLO V. Dei movimenti di rotazione. — Og- 
getto dei movimenti di rotazione e loro utilità. — Rota- 
zione di un p nnto, d'una rotta, d'un, piano. — Condurre \ 
una retta ditta, o un piano, ili tal posi/ioni- «In resultare 
parallelo o perpendicolare ad uno dei coordinati. — Ab - 
battimento d' una retta o d'un piano sopra uno dei coor - 
dinati. — Applicazioni diverse della teoria dei movimenti di 
rotazione . , . , . . . , , . , , , . . . L . 34 — — 43, 

CAPITOLO VI. Distanze. — Distanza di due punti. — 
Distanza di un punto ila uua linfa retta, da un piano. - 
Costruzione della più corta distanza fra due rette non si - 
tuate nel medesimo piano. — Esercizii ....... 44 — b'1. 

CAPITOLO VII. Angoli di rette e piani — Angolo di 
due rette qualunque, di una retta con un piano, e con cia - 
scuno dei coordinati. — Angolo di due piani qualunque, 
e di un piano con ciascuno dei coordinati. — Risoluzione 
dell'angolo triedro. — Esercizii fi3 — 63. 

CAPITOLO Vili. Cangiamento dei piani coordina- 
TI. — Oggetto di questo cangiamento e sua utilità. - Can - 
giamento dei coordinati rispetto ad un punto, ad una li - 
nea retta, ad un piano. — Applicazioni diverse del cangia - 
mento dei piani coordinati. — Esercizii A3 — 73. 



CAPITOLO IX. Rappresentazione grafica pei polie- 
dri. — Preliminari. — Proiezioni d' un prisma retto, di 
cai sono dati la base e 1' altezza, — Proiezioni d' un pri - 
sma obliquo, data la base, l'altezza, e la inclinazione d'Ile 
costole. — Proiezioni d' nn prisma retto, data l'inclina - 
zione delle sue costole su ciascuno dei piani coordinati 
Projezioni ' d' nn prisma obliquo, data la inclinazione dei 
piano della base sui piani coordinati. — Proiezioni d' una 
piramide, di coi sono date la base, la lunghezza c 1' incli- 
nazione d'una delle sue cogtolo sul piano della base. —- <>< • 
nervazioni sulla rappresentazione grafica dei poliedri. — 
Esercizii. 73 — 83. 

CAPITOLO X. I'ot.if.pri regolari. — Proiezioni del 



Digitized by Google 



Indice. 399 

tetraedro, essaedru. ottaedro, dodecaedro, e icosaedro re - Pai.. 
golari di prima specie. — Proiezioni dei quattro poliedri 

regolari di specie superiore ritrovati da Poinsut . . . 84 — 97. 

CAPITOLO XI. Sviluppo e rilievo dei poliedri. — 

Sviluppo e rilievo di una piramide e d'un prisma di cui 
nono date le proiezioni. — Sviluppo e rilievo di ciascuu.6 
dei cinque poliedri regolari di prima specie, dati per le loro 
projezioni. — Costruzione del rilievo dei quattro poliedri 
regolari di specie superiore, conoscendo il lato di cia - 
yqmo 97 — 1 10. 

CAPITOLO XII. Ivtersezioni dbi poliedri. — Sezioni 
mani* della piramide e del prisma. - Vera grandezza di 
questi sezioni, e loro trasformata sullo sviluppo dei polie - 
dri. - l'unti il' iurontm d' una retta fon un poliedro. 

Metodo generale per la ricerca della intersezione di due 
poliedri qualunque. — Projezioni della intersezione di un 
prisma e il' una piramide. — Rilievo del sistema dui duo 
poliedri. — Ksercizii . . Ili — ì'22. 



LIBRO II. 

Superficie cilindriche, coniche e di rivoluzione. 



CAPITOLO I. Liner otrvk piane. — Generazione dello 
Unee curve. — Tangenti e normali. — Punti d' inflessione, 
e di regresso; punti multipli. Curve d'errore. — Nozioni 
Htilla curvatura delle lineo piane. — Sviluppanti e svilup - 
pate. - Uappiysentazion'' u'.atìea delle rune. — Teoremi 
relativo alla tangente 123 — L32i 

CAPITOLO IL GENERAZIONI DELLE SUPERFICIE CILIN- 
DRICHE, coniche E Di rivoluzione. — Generazione dell* 
superficie in generale. — Superficie cilindriche. — Caratteri 
che le distinguono da oirni altra superficie. — Proprietà. — 
Bopgrficig coniche. — Caratteri per cui si distinguono da 
o^rin altra superficie. — Proprietà. — Superficie di rivoluzio - 
ne — Dei paralleli e meridiani, proprietà di questi ulti - 
mi. — Del piano tangente alle superficie. — Proprietà del 
piano tangente alle superficie cilindriche e coniche. — Pro - 



>y Google 



400 Indice. 

T>rietà ilei piano tangente e della normale ad una superficie Paq. 



di rivolli/ione 133 — 143 



CAPITOLO III. Rappresentazione GRAFICA delle su- 
perficie. — Costruzione delle traccio d'una superfìcie cilin- 
drica, di cui conoscesi la direttrice e la direziono della ge- 
neratrice. — Lo stesso problema per una superficie conica, 
della quale conosecsi la direttrice e il vertice. — Punti si- 
tuati sopra una superficie cilindrica o conica, di cui è data 
una sola proiezione. — Projezioni dei meridiani d' una su- 
perfìcie di rivoluzione di cui conosecsi la generatrice e 
P asse. (Iperboloide di rivoluzione). — Determinazione dei 
punti di questa superficie data una delle loro projezioni. — 
Dei contorni apparenti delle superficie in generale. — Con- 
torni apparenti delle superficie cilindriche, coniche e di ri- 
vpluzione. — Esercizii _ 144 — l57. 

CAPITOLO IV. Piani tangenti ai cilindri ed ai co- 

M. — Traccio del piano tangente ad una ■ttjjgrfigjg cilin - 
drica : 1." quando e dato il punto di contatto: 2. n quando e 
dato un punto esterno por cui deve passare; 3." quando è 
data una n-tta a fui <]■■% e essere parallelo. — (ili stessi pro- 
blemi per uua superficie conica. — Posizioni particolari 
della retta data nel terzo caso. — Esercizii. .... 157 — 1G3. 



CAPITOLO V. Piani tangenti alle .superficie di ri- 
voluzione. — Traccie del piano tangente ad una superficie 
di rivoluzione: 1.° quando e dato il punto di contatto 
(Toro): — 2." quando è dato un punto esterno per cui deve 
essere condotto (Ellissoide) : 3.° quando ò data uua retta a 
cui devo essere parallelo (Ellissoide). — Cilindri e coni 
circoscritti alle superficie di rivoluzione. — Traccio del piano 
tangente ad una superficie di rivoluziono. <• condotto per una 
retta data. — Osservazioni. — Esercizii lti-1 — 17:! 



CAPI TOLO VI. Piani tangenti ad una o più' sfere 
ì»ah;. — Traccie del piallo tangente ad una sfera e condotto 
per una retta data. — Traccio del piano tangente a due 
si'.^re <• condotto per un pulito dato per le ?ue projezio - 
ni. — Casi particolari. — Piano tangente a tre sfere da - 
te. — Osserva/ioni. — Esercizii . . , 174 — 181 

« 

CAPITOLO VII. Sezioni piane delle superficie cilin- 
driche. — Metodo generale per la ricerca della intersezione 
di due superficie qualunque. — Projr/ioni della tangente in 
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qualsivoglia punto della intersezione. — Sezione fatta in un Eàfl. 
cilindro rotto: 1.* da un piano perpendicolare al coordinato 
verticale; 2." da un piano qualunque. — Sezione fatta in un 
cilindro obliquo da un piano non parallelo nè perpendico - 
lare allo sue generatrici. — Trasformata della sezione, sullo 
sviluppo del cilindro. — Modi diversi pel tracciamento del - 
l' ellisse nei casi che più di frequente si presentano in Geo - 
m et ria Descr i ttiva- — Escrcizii 182— 1J9. 

CAPITOLO Vili. Sezioni piane delle superficie co- 
niche, — Segiono fatta io. un cono circolare retto da un 
piano che ne taglia una noia falda. — Sviluppo del cono 
n trnpformata della sezione. — Sezione fatta nello stesso cono 
da un piano che ue taglia ambedue le falde. — Costruzione 
degli asintoti — Trasformata della seziono sullo sviluppo 
del cono. — Sezione piana in una superficie conica qualun - 
que. — Esrrcizii 200 — 121 •> 

CAPITOLO IX. Saarovì piane delle httperficìik di 
rivoluzione. — Sezione fatta da un piano qualunque in una 
ellissoide di rivoluzione. — Di alcuno proprietà dell' iperbo- 
loide di rivoluzione ad una falda. — Cono asintoto. — Se - 
zioni piane delP iperboloide. — Escrcizii 212 — 221. 

CVP1TOLO X. ISTK K^EZIONE DI DITE «TTPCTFTfil» l'IT». 

t». — Considerazioni sulla natura della linea d' intersazinna 
di due superficie curve. — Intersezione di due cilindri. — 
Osservazioni o casi particolari. — Intersezione di due co - 
ni. — Osservazioni. — Intersezione di un cono e di un ci - 
luulro. — Intersezione di un cono e d' una sfera avente il 
centro pej vertice del cono. — Osservazioni. — Intersezione 
d' un cono e d* una sfera nel caso generalo. — Intersezione, 
di un cilindro e d'una sfera. — Intersezione di due superfi - , 
eie di rivoluzione: 1.° quando gli assi s' incontrano; 2.° quan - 
do gli assi sono paralleli; 3.° quando gli assi non sono situati 
in ano stesso piano. — Intersezione di un cilindro e d'una 
superficie di rivoluzione. — Intersezione di un cono c d' una 
superficie di rivoluzione. — Escrcizii 2 33 — 2 ■! ■ *> . 
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Su perii ri»- rigate e superficie inviluppi. 



CAPITOLO I. Linee curve storte. — Costruzione della Pag. 
t ungente, del piano osculatore, e della normale in un punto 
qualunque (runa linea storta. — Teoremi relativi alle curve 
storte e alle loro proiezioni. — Sviluppanti delle curve stor - 
te. — Proiezioni dell' elica cilindrica e circolare. — Pro - 
prietà dell' elica, della sua tangente, o del suo piano oscu - 
latore. — Metodi particolari di tracciamento. — Proiezioni 
dell' epicicloide sferica e della sua tangente. — Casi parti - 
colari. — Esercizi! 'i-ifi — afif. 

CAPITOLO IL Superficie sviluppabili. — Tre dirct- 
trici fisse sono necessario e sufficienti per determinare il 
muovimento d' una linea retta. — Quando la superficie ge - 
nerata è sviluppabile sono sufficienti due linee qualunque. — 
Spigolo di regresso delle sviluppabili, e nuova maniera di 
loro generazione. — Proprietà del piano tangente alle su - 
perficie sviluppabili. — Proprietà del piano normale e in 
pari tempo secante d' una sviluppabile. — Ricerca dei punti 
in cui uu piano secante un cilindro o ua cono resulta nor - 
male alla loro superficie. — Conseguenze importanti per la 
trasformata delle sezioni. — Del cono direttore delle super - 
ficie rigate 261 — 'Ì70. 

CAPITOLO III. Del cono elicoidale e dell' elicoidi; 
sviluppabile. — Generazione del conn «liflnirtn.lt». — Su* 
traccia orizzontale. — Generazione o rappresentazione grafica 
dell' elicoide sviluppabile. — Suo modello — Costruzione del 
giano tangente all'elicoide: 1.° dato il punto di contatto; 

2. ° dato uu punto esterno per cui devo, esser condotto ; 

3. ° data una retta a cui deve esser parallelo. — Osserva - 
zioni importanti per ciascuno di queiti tre can. — Intera - 
zioni d' un' elicoide sviluppabile e d' uu cilindro concentrico 
a quello dell' elica direttrice. — Proprietà dello trasformate 
delle eliche sullo sviluppo della superficie — Sviluppo e 

modello d' un' elicoide sviluppabile data . 270 — **A'A. 

CAPITOLO IV. SUPERFIGIl .storte. — Il muovimento 
d'una retta determinata da tre direttrici lineari fa luogo in 
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generale ad una superficie storta. — Enumerazione ili cin- 
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que classi nelle quali possono comprendersi tutto le super- 
ficie storte. — Proprietà del piano tangente alle superficie 
Rtorte. — Proprietà di due superficie storto aventi lo «tesso 
piano tangente in tre punti di una generatrice comune. — 
Accordamento di duo superficie — Dei casi in cui duo su- 
perficie storte si accordano — Cilindro d' accordamento — 
Intersezione d' una superficie rigata con un piano o con un 
altra superficio qualunque 284 — 293. 

CAPITOLO V. Iperboloidi: ad i na falda. — Costru- 
zionc di una o più generatrici, conoscendo le tre direttrici 
rettilineo dell'iperboloide — Doppia generazione, o relazioni 
fra i due sistemi di generatrici — L' iperl>oloido ad una falda 
ha un centro — Il suo cono direttore è di secondo grado, 
e diviene un cono asintoto se ha il vertice nel centro della 
superficie. — Costruzione del piano tangente: 1.° dato il 
punto di contatto ; 2.° dato un punto esterno per cui dove 
esser condotto, 3." data una retta a cui devo esser paralle- 
lo — Rappresentazione grafica dell' iperlx>loido ad una falda 
di cui sono noti i tre assi — Modello dell' iperboloide. — 
Iperboloide d' accordamento — Escrcizii — 308. 

CAPITOLO VI. Paraboloide iperbolica. — Conaide- 
razioni sulle direttrici rettilineo — Proprietà generali della 
paraboloide iperbolica, doppia ;/> nerazionc, e relazioni fra i 
due sistemi di generatrici. — Rappresentazione grafica della 
superficie : l.° quando il piano direttore è qualunque; 2.° quan- 
do il coordinato verticale ò parallelo al piano direttore : 
3.° quando il coordinato orizzontale è perpendicolare alla 
intersezione doi due piani direttori — Piani principali, asse, 
vertice della paraboloide iperbolica — Linea di strizione — 
Costruzione del piano tangente alla parai aloide — Sezioni 
piane — Modello della superficie — Paraboloide d' accorda- 
mento. — Esercizi i , . . . 309 — .RI- 



CAPITOLO VII. Elicoidi storte. — - Generazione e rap - 
presentazione grafica dell' elicoide a cono dircttoro — Sue 
proprietà — Altro maniere di generazione dell 1 elicoide a 
eono direttore — Costruzione del piano tangente: 1.° dato il 
punto di contatto, o una generatrice per cui deve esser con - 
dotto; 2.° dato un punto esterno per cui deve passare ; 
0." una retta o unpianoacui deve esser parallelo -- Sezioni 
piane dell' elicoido a cono direttore — Modello della supcr - 
ficie — Generazione e rappresentazione grafica dell'elicoide 
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a piano direttore — piano tangente e sezioni piane — Mo- Eàfl. 
dello dell' elicoide a piano direttore — Elicoidi d' accorda- 
mento. — Esercizii 321 — 338. 

CAPITOLO Vili. Superficie inviluppi. — Definizioni — 
Le superficie sviluppabili sono inviluppi d' un piano — Le 
superficie di rivoluziono Bono inviluppi di un cono, di una 
sfera, d' un cilindro — Uso delle inviluppate nella risolu - 
zione dei problemi relativi allo superficie inviluppi — Superficie 
di egual pendenza — Applicazioni pratiche — Esercizii . MB — 346. 

CAPITOLO IX. Curvatura delle linee e delle st- 
rKRriciE. — Raggi di curvatura delle linee storte — Svilup - 
pate di queste linee e loro proprietà — Raggi di massima 
e minima curvatura delle superficie curve — Sfere oscula - 
trici — Le linee di massima e minima curvatura si tagliano 
ad angolo retto — Ricerca di queste lince sulle superficie 
di rivoluzione — Il luogo delle normali ad una superficie nei 
punti di ciascuna delle sue linee di curvatura è una super - 
ficie sviluppabile — Per ogni superficie si hanno due serie 
di superficie sviluppabili normali — Luogo dei centri delle 
due curvature di una #ipcrficic data. — Esercizii . . . MC> — 'ò&i. 
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CAPITOLO I. Kapprrsektazione delle linee rette, 
problemi. — Preliminari — Rappresentazione d' una linea 
retta — Distanza orizzontale, e distanza verticale di due 
punti — Lunghezza della retta di cui sono date la proie- 
zione e le quoto di due punti — Trovare la quota d' un 
punto d'una retta, del quale è data la projezione — Tro- 
vare la projezione d'un punto d'una retta del quale è data 
la quota — Traccia d'una retta sopra un piano orizzontale 
qualsivoglia — Modulo della retta — Sua utilità nella riso- 
luzione doi problemi precedenti — Graduazione delle linee 
retto — Pendenza della linea retta — Relazione fra il mo- 
dulo e la pendenza — Graduazione d' una retta della quale 
è data la pendenza e la quota d'un punto. — Rette paral- 
lele — Riconoscere se due retto, di cni sono date le proje- 
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?.io ni si trovano in un medesimo piano — Àngolo di due 
rette. — Esercizii 
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CAPITOLO II. RAPPRESENTAZIONE DEL PIANO. PROBLE- 

ml — Una linea retta può rappresentare nn piano. — Ret - 
te e piani perpendicolari. — Trovare la scala di pendenza 
d* un piano determinato da tre punti. — Piani paralleli. — 
Intersezione di due piani dati. — Casi particolari. — Punti» 
d' incontro d* una retta fl d'un piano. — Distanza d' un 
punto da un piano. — Angolo di due piani dati. — rap - 
presentare un piano che passa per due punti ed ha una 
pendenza data. — Tracciare sopra un piano una retta di 
pendenza data. — Esercizii 



a ?7 — 384. 



CAPITOLO III. Rappresentazione delle superficie 
tq pop ra fiche. Problemi. — Le superficio topografiche sono 
rappresentate da curve orizzontali equidistanti. — Curvo 
intercalate. — Linee di più gran pendenza fra due curve 
orizzontali. — Utilità di queste linee pel figurato del ter - 
reno. — Trovaro la quota d' un punto compreso fra duo 
curve orizzontali. — Tracciare una linea di pendenza costante 
a partire da un punto dato sopra una delle curvo orizzon - 
tali. — Sezioni piane delle superficie topografiche. — Profili 
del terreno. — Per una orizzontale data condurre nn piano 
tan|rentc al terreno. — Per una retta data condurre un piano 
tangente al terreno — Per un punto dato condurre una tan - 
gente al terreno, della quale sia data la proiezione orizzon - 
tale. — Superficie conica circoscritta al terreno. — Per un 
punto dato condurre un piano tangente al terreno . . . 385 — 395 
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Yerso 

- 20. le traccie verticali la ti-accia verticale 

• 6. coordinato verticale coordinato orizzontale 

- Fig. 34 il punto a dee trovarsi all' in- 

contro della perpendicolare alla 
linea di terra con una parallela 
ad essa condotta per A. 
si confonderà con la nuova pro- 
jezione 

è pure eguale o supplemonta- 
rio a quello 

26. (a cominciare da questo verso e fino a piò di pagina 
si tolgano gli apici alle lettere che portano in basso 
l' indice 2 ; e, la stessa correzione intendasi fatta sulla 
Fig. 67.) 

Al posto di v sulla linea L T 
pongaci m. e viceversa, 
perpendicolare a TT 1 



26. sarà parallela alla 
nuova projezionc 

10, è pure eguale a 
quello 



*0- 4. Fig. (77) 
127 
128 



129- 
j> - 
147- 



167 



9. perpendicolare ad 

18. prenderanno due pun- 
ti a destra 

31. onde la sviluppata 

32. 2.° che le porzioni 
ult.™°. rm sarà eviden- 
temente, c 

19. semicirconferenza 
I) B ' J) 



prenderanno a destra 

onde ; 1 la sviluppata 

2.° le porzioni 

rm, sarà evidentemente c 

semicirconferenza D h D 
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361 - 6. del meridiano at- 
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367 - 8. m. 3, 5. e m. 4, 6 

379 - 21. la parallela e d incon- 
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da fri ,m ., in 2 

della linea AB CD E 

orizzontale (Or, 0' ir') 

a b, a c, afl . . . a l b l% a i c ir 

<» x rf x . . . 

possa considerarsi 

la : f 

essendo L a 

la retta (B 6.,, 6 A 6 2 , - 

(Ti 0 

questo sia (oprili ), (Fig. 186); 
un piano limitate 
del meridiano che ruota attor- 
no all' asse 
m. 3, 5 e m. 5, 6 
la parallela a c d, condotta per 
a, incontra ef » 
pei punti a (15,0) 
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